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AVERTISSEMENT. 



Ces Éléments sont divisés en deux parties , subdivi- 
sées chacune en quatre chapitres. La première , suffi- 
sante pour l'admission à un certain nombre d'Écoles du 
gouvernement y contient le calcul algébrique et la réso- 
lution des équations du premier et du second degré. La 
seconde partie contient le calcul des puissances et des 
racines d'un degré quelconque, des expressions imagi- 
Daires, des fractions continues,des logarithmes, la théorie 
générale des équations et la résolution des équations 
numériques. L'ouvrage est terminé par un appendice en 
deux chapitres, qui ne sont pas exigés pour l'admission 
à l'École Polytechnique, et qui contiennent, l'un la 
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théorie des fonctions symétriques • l'autre la théorie et 
les principales applications des séries. 

Dans cette nouvelle édition , j'ai corrigé avec soin 
plusieurs erreurs qui s'étaient glissées dans la première^ 
et j'ai traité la théorie des quantités n^atives sous un 
point de vue plus philosophique. 

A. MUTEL. 
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S I. Objet de VAlgebre. 

I. Ujàlgèbre est une science qui a pour but de ramener à 
des règles générales la résolution de presque toutes les ques- 
tions qu'on peut proposer sur les quantités (*). Ces règles, 
pour être générales, ne doivent pas dépendre des valeurs par- 
ticulières des quantités que Ton considère, mais de la nature 
de chaque question, et doivent toujours être les mêmes pour 
toutes les questions de même espèce. Uénoncé de la question 
indique les relations qui doivent exister entre les quantités 
connues, qu'on appelle les données, et les quantités inconnues, 
La solution de la question est la détermination des inconnues 
faite de manière à satisfaire à ces conditions. 

L'Arithmétique donne des règles pour trouver certains ré- 
sultats, mais ces résultats ne peuvent pas fournir de règles. 
L'Algèbre doit remplir ces deux objets, et, pour y parvenir, 
elle représente les quantités par des signes généraux, qui, 
n'ayant aucune relation plus particulière avec un nombre qu'a- 

(*) Voyea, à la fin de notre Arithmétique, rintroduction à l'étude 
de FAlgèbre. Ici nous avons à dessein répété les mêmes expressions 
pour la facilité des élèves qai suivent nos ouvrages. 

M. Alokbek. i*^ 



2 ALGEBBB. 

yeç un autre, ne représentent que ce qbe Ton veut ou Ton 
convient de leur faire représenter. Ces signes, toujours pré- 
sents aux yeux pendant toute la suite d'un calcul, conservent, 
pour ainsi dire, l'empreinte des opérations par lesquelles ils 
passent, ou du moins offrent dans les résultats de ces opéra- 
tions les traces de la route qu'on doit tenir pour arriver au 
même but par les moyens les plus simples. Le tableau des opé- 
rations à effectuer, pour arriver au résultat que l'on cherche , 
s appelle formufe, 

2. Il est plusieurs questions qu'on peut résoudre seulement 
à l'aide du raisonnement, et, en partant de l'énoncé, on arrive, 
après une suite de phrases équivalentes, à une dernière ainsi 
conçue : Le nombre inconnu est égal à une certaine combinaison 
des nombres connus. 

Proposons-nous , pour exemple, le problème suivant : * 
Partager un nombre donné 5y en deux parties, telles que 
Vune ait sur Vautre un excès donné 25 ? 

D'après l'énoncé , la plus grande partie devant égaler la plus 
petite, plus l'excès donné a 5, et les deux parties devant former 
le nombre Sj, il est clair que 2 fois la plus petite plus 2 5 éga- 
leront 57, ou, ce qui revient au même, 2 fois la plus petite 
partie égaleront S7 moins 25; donc la plus petite égalera la 
moitié de 57 moins la moitié de 25 , ou la moitié de la diffé- 
rence entre 57 et 25, c'est-à-dire la moitié de 3ft, ou enfin 16. 
Ainsi les deux parties inconnues sont l'une 16, et l'autre 16 
plus 25 ou 4i* 

3. Si maintenant on supprime, dans la question précédente , 
les nombres 57 et 25 qui la particularisent , on aura l'énoncé 
suivant, qui est général : 

Partager une quantité ou un nombre donné en deux parties ^ 
telles que F une ait sur Vautre un excès donné? 

Le même raisonnement employé ci-dessus conduit aux opé- 
rations qu'il faut effectuer sur les quantités données , pour en 
déduire les parties inconnues. Car on dira de même : la plus 
grande partie devant égaler la plus petite plus l'excès donné 9 
deux fois la plus petite plus l'excès donné reproduiront la 
quantité donnée; ou bien deux fois la plus petite partie égale- 
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ront la quantité donnée diminuée de Texcès donné. Donc enfin 
la plus petite pBvûe égalera la moitié de la quantité donnée 
moins la moitié de l'excès donné , ou la moitié de la difTérence 
entre la quantité donnée et Fexcès donné. Connaissant la plus 
petite panie, eil lui ajoutant l'excès donné on obtiendra la 
plus grande , qui égalera donc la moitié de la quantité donnée 
moins la moitié de Texcès donné plus Texcès donné , ou, ce 
qui est la même chose, la moitié de la quantité donnée plus 
lÀ moitié de Texcès donné , ou enfin la moitié de la somme 
faite de la quantité donnée et de l'excès donné. 

4. Dans l'exemple ci-dessus , quoique fort simple , on voit 
fréquemment revenir les expressions suivantes : la quantité 
donnée, l'excès donné, la plus grande partie, la plus petite 
partie, égalera, ajoutée à, diminuée de, etc., qui ralentissent 
singulièrement la tnarche du raisonnement ; et en essayant un 
exemple un peu plus compliqué, comme de partager une 

quantité donnée en 3, 4 et 5, parties ayant Tune sur 

l'autre un excès donné, ou bien des exemples exigeant l'em- 
ploi de la multiplication et de la division, il résulterait du re- 
tour et de l'enchaînement des mêmes expressions, ou de plu- 
sieurs autres analogues, une complication telle qu'il serait 
très-difficile de se reconnaître dans ce dédale d'opérations à 
effectuer pour déterminer les quantités inconnues. 

Pour éviter ces inconvénients majeurs, et en même temps 
pour abréger, on s'est accordé à représenter par des signes, que 
nous avons déjà fait connaître en Arithmétique (n^ 8, i6, a6, 
97, 98), les opérations auxquelles on peut soumettre les quan- 
tités et les relations de grandeur ou d'égalité des quantités 
entre elles. On est aussi convenu de représenter les quantités 
connues , ou les données de la question , par les premières 

lettres de l'alphabet, a, ft> c, et les quantités inconnues, 

ou que l'on cherche, par les dernières lettres x^y, z En 

outre, pour désigner plusieurs quantités, soit connues, soit 
inconnues, différentes , mais analogues entre elles , on emploie^ 
pour ne pas perdre de vue leur analogie , les mêmes lettres 
prises dans différents caractères ou alphabets, ou bien dans le 
même caractère, mais modifiées par des accents supérieurs pla* 

I. 
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ces à droite, ce qui donne ^ par exemple, a\ al\ a"\ x\ x'\ 
x"\, . . . qu'on prononce a prime y a seconde y a tierce, . . . 

De plus , lorsque dans le cours d'un calcul une lettre a , re- 
présentant une quantité quelconque , est ajoutée plusieurs fois 
à elle-même, on n'écrit la lettre qu'une fois, et l'on place à sa 
gauche un chiffre appelé coefficient ^ qui marque combien de 
fois la lettre doit être répétée. Ainsi a + a + a se remplace par 
3a, et le cofficient 3 indique que la lettre a doit être répétée 
trois fois , c'est-à-dire multipliée par 3. Le coefficient peut être 

fractionnaire comme dans ^ a, ou même une lettre, comme 

dans l'expression ma, où m est le coefficient de a. Toute lettre 
a y écrite seule, a pour coefficient i, qui est toujours sous- 
entendu. 

Enfin , lorsqu'une lettre a ^ représentant une quantité quel- 
conque, est multipliée une ou plusieurs fois par elle-même, 
on ne l'écrit qu'une fois , et l'on place au-dessus et à droite un 
petit chiffre nommé exposant (voyez notre Arith. n° 97), in- 
diquant combien de fois la lettre entre comme facteur dans le 
produit , qui prend alors le nom de puissance. L'exposant mar- 
que le degré de la puissance. Toute quantité algébrique, telle 
que a y écrite sans exposant, est à la première puissance et a 
pour exposant i, qui est toujours sous -entendu, a* ou la 
deuxième puissance de a se nomme le carré de a, et a' ou la 
troisième puissance de a se nomme le cube de a. L'exposant 
peut être une lettre, comme dans l'expression a^. 

Toute quantité, qui, étant élevée à une certaine puissance, 
reproduit une quantité donnée , s'appelle la racine de cette der- 
nière. La racine est dite deuxième ou carrée ^ troisième ou cu- 
bique y quatrième^. . . • selon qu'il faut l'élever à la deuxième, 
troisième, quatrième. . . . puissance, pour reproduire la quan- 
tité donnée. En général, lorsqu'une quantité est affectée d'un 
exposant, cette quantité, prise sans son exposant, s'appelle 
racine, Vextraction de racine (Arith. n** 98) s'indique par le 
signe {/"y nommé radicaly dans l'ouverture duquel on place le 
chiffre indice de la racine, excepté pour la racine carrée, l'in- 
dice a ne s'écrivant pas et restant sous-entendu. 
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C'est de Temploi et de la combinaison de tous ces signes ab- 
straits qu'est résultée 1* Algèbre. 

§ a. Tableau des notations algébriques, 

5. Nous donnons Fensemble des notations algébriques dans 
le tableau suivant^ avec lequel nous engageons fortement les 
élèves à bien se familiariser. La colonne à gauche offre, pour 
exemple de chaque signe, une expression algébrique très- 
simple , dont la valeur est indiquée en regard dans la colonne 
à droite. 

Nous indiquons le signe X parmi ceux de la multiplication > 
mais, d'après les motifs exposés dans l'avertissement de notre 
Arithmétique , nous n'en avons pas fait usage. 
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a+b 

aJ~Jf 

otjr* 

a . bf ay^bj ab. . . . . 

{a+b){b^c) 

on ia+b)y,{b+c) 

7 ou a : a. 

o 

a=b 
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a> b. 



al. 



^. V^ 

ira 

,\^et^ 



Valturf particttllèrrf pour «s4, ^=3, cs*. 

a plos b a\h \\ 3=7 

a moins b , , a — &=:4 — 3=f 

a plus on moins b aiîr&=4^3==7 ou i 

a multiplié par b , a.Â=:ia 

a multiplié par bJ^ a(6^c)=ao 

a-^-h multiplié par ft-j-c C^^*) (M'<^)=35 

a divué par b 7 ^^ 3 

a égale b L*ensemble a=b se nomme égalité on équation. 

La partie à gauche du signe = se nomme le premier mem' 
bre, la partie à droite est le second membre. 

a plus grand que b, 

a plus petit que b» 

Trois a, Le coefficient 3 indique que a est multiplié par 3. 

Si 0=4, 3a:=ia. 

a exposant 3, ou simplement a trois. Vexposant 3 indique 
que a est à la troisième puissance ou au cube, c'est-à-dire 
est mulriplié deux fois de suite par lui-même, on enfin est 
trois fois facteur. Si a=4* a^=64. 

Racine carrée de a. Si <z=9) ^'i='^^F^' 

Racine cubique de a. Sia=8 , ^^li;=^9=%. 

Racine quatrième et racine m" de a. — Le nombre 4 t la 
lettre,/» sont les indices du signe radical. 

Expression littérale ou algébrique. — Cette expression est 
composée de trois autres expressions ou quantités littérales 
ou algébriques, unies par les signes -^ et — , et dont cha- 
cune s'appelle terme. Le terme écrit le premier est censé 
avoir le signe -j-. Un terme est dit positifou négatif, selon 
qu'il est précéaé du signe -[- ou du signe — . 

Le déigré d'un terme est la somme des exposants des lettres 
qui s'y trouvent. Le terme 3a6' est du 3* degré , ^ab^ est 
du 4"* etabc^ du 5*. 
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^aH 



/^a^bf ma^b 

39fa%a+bc',,,. 
5 , , 3 _,b 



n')fA^fX)' 



n^h Fw. 
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Monôme ou quantité incomplexe. — C*e8t une expression «1- 
gébrique à un seul terme, ou composée de facteurs sans 
iuterpositiou des signes -^ et — . 

Polynôme ou quantité complexe.. — C'est une expression al- 
gébrique à plusieurs termes. Le polynôme de a, 3, 4, 5 
termes s'appelle eu particulier binôme, trinôme, quatre' 
nôme, quinôme. Si daos le polynôme cité tm fait a=4, 
A = 3, e:^iL et mz=S\ sa yaleur numérique deyieot 
4.64.3 + 5. 16.3 — 3. 16 = 768 + 240 — 48 = 060 
(voyez ci-iiprès, n® ag). 

Polynôme homogène. — C'est un polynôme dont tous les 
termes sont du même degré, qui est aussi le degré du po- 
lynôme. Le polynôme pris pour exemple est du 3* degré. 

Terme* semblables On nomme ainsi les termes contenant 

les mêmes lettres respectivement affectées des mêmes ex- 
posants; ils sont susceptibles de réduction (37;. Par 
exemple, 4fl3^5a3fc=ytf3*, lia^bJ^ma^b=^(l^-\'m)aH. 

Quantités entières. — Elles ne contienuent ni radical ni dé- 
numiuateur. 

Quantités rationnelles ou commensurables. — Ou nomme 
ainsi les quantités ne contenant pas de radical ^ ou au 
moins qu'on ne puisse faire disparaître. 

Quantités irrationnelles ou incommensurables. Ce sont les 

quantités contenant des radicaux qu'on ne peut faire dis- 
paraître, et n'syiiqt, par conséquent, aucune commune 
mesure avec l'uuité. (Voy. notre Arith., n^ iio,et notre 
Géom., sect. i. prop. a.) 

Ces notations s'énonceutyôitcrfon de x, /onction de x et n et 
désignent la manière particulière dont une expression est 
composée eu x, ou en x et j^, comme 4^*+6v/«,^+3v/*7. 

Il faut bien faire attention que F(x) n'indique pas la mul- 
tiplicatiou de la lettre F par x, la lettre F est seulement 
employée ici comme abréviation du mot fonction. On doit 
employer diverses lettres, comme F, y; qj, F^. . . pour des 
fonctions différentes considérées simultanément. 

Ces notations désignent deux Jonctions semblables, ou deux 
expressions Tormées de la même manière, Tune tnx, l'autre 
en j^, comme 

ux»^mbx-\-c, ajr^-^by'\-c. 

Si donc, dans le cours d'un calcul on d'une explication, on 
emploie la notation Y{x) pour désigner nue certaine fonction 
particulière de x, la notation Y(a) représente essentiellement 
ce que devient F(jr) quaud on y remplace x par a; F(^+4), 
F^a) représentent ce que devient la même fonction quand on 
y remplace x par ^+4 ou par 2. Si, par exemple , ¥{x) re- 

S résente 3x»+4x + 5, et qu'on y fasse x = a, la fonction 
evient aS. 

De même , si F(a:,j) représente une certaine fonction de * 
et de^, F(j:,3J désigne ce que devient la fonction précédente 
quaud on y fait^y:=i, sans donner à x de valeur particulière ; 
par exemple , si F(x,j) = 3x* + 5jx + 6^« + 3, en faisant 
7=:3, elle devient 3x»+i5x+57, tandis que si l'on fait à la 
fois ^'=3, x=a, la même fonction devient 99. 
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J 3. Applications des notations algébriques. Formules* 

6. Reprenons maintenant lexemple traité plus haut (2), et 
représentons la plus petite partie par at, la plus grande sera 
1:+ aS» Ia soniaie des deui parties devant égaler 67, on aura 
^4^ (4?+ 25)= 57. Or, un tout étant composé de plusieurs par* 
ti«l«, il wX évident que dans quelque ordre qu on ajoute ces par*' 
ties, pourvu qu'on tes prenne toutes, on reproduira le tout. Par 
conséquent, a:+JîH-25 égalera, soit j;-|-(«r-ha5), soit 2J74-25. 
On 9LUT9i donc 24; + aS ^i^Sy. Mais si de deux quantités égales 
on retranche un même nombre 2S , les restes seront égaux» 
donc 20:+ 25 — 25 = 57 — 25, ou, en réduisant, 2â: = 32. 
Divisant les quantités égales nx et Ss par un même nombre a, 
les quotients seront égaux; dope â:=z: 16. Ajoutant aS à 16 
on a 4' pour la valeur de la plus grande partie. En effet, 
4i+ 16=57. 

7. Nous venons de traiter la question proposée d'une ma- 
sî^e tout arithmétique : aussi le résultat obtenu ne nous laisse 
apercevoir aucune trace des opérations qu'il nous a fallu faire 
pour y parvenir. Mais il n'en sera pas de même si nous trai- 
tons la même question avec son énoncé général (3). En effet, 
représentons para le nombre à partager, par b ('excès donné, 
et par a: la plus petite partie ; la plus grande sera jc-i- b. Leur 
somme devant égaler a , nous aurons x + x + b:z=:aj et suc- 
cessivement 2X + 6 = a, aar=^a — b.x:= . Ce résultat, 

' a ' 

qu'on appelle formule, traduit en langage ordinaire, nous ap- 
prend , pomi^e nous l'avons déjà trpuyé par le raisonnement, 
que poi$r ni^oir la plus petite partie, il faut retrancher Vesçces 
iotmé du noi^brç à p^rtagçr çt prendra la moitié An h diffè'^ 
rence. 

Ayapt déterminé la plus petite partie, on trouver» la plus 
grande en lui ajoutapt l'excès h; mais on peut l'obtenir directe- 
ment, et c'est là un autre avantage du procédé algébrique : car 

la plus petite partie étant , la plus grande sera 1- b , 

• •! * u ^ — 2* + 2i , j. a + b 
ou, ce qui est la même chose, , cest-à-dire • 
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Cette expression, traduite en langage ordinaire, montre que 
pour avoir la plus grande partie y il faut ajouter la quantité 
donnée a V excès donné et prendre la moitié de la somme, 

L une ou l'autre de ces deux règles générales , qui ne sont 
autre chose que l'énoncé littéral des deux formules obtenues 
par la combinaison des signes algébriques, d'après les condi- 
tions de la question, donne évidemment la solution de toutes 
les questions semblables. 

Ainsi , pour résoudre par ces formules la question particu- 
lière du n^ a , où le nombre à partager était Sj et l'excès donné 
aS, on dira : 

La différence de 67 à a5 est 3a , la moitié de 3a est 16, qui 
est la valeur de la plus petite partie. 

Là somme de Sy et a5 est 8a , la moitié de 8a est 4I9 qui est 
la valeur de la plus grande partie. 

La question précédente peut encore se poser ainsi : Trouver 
deux quantités dont la somme soit une quantité donnée et dont 
la différence soit une quantité donnée; ou bien, trouver deux 
quantités dont on connaît la somme et la différence» 

Représentons la somme donnée par a, la différence donnée 
par 3, et la plus petite quantité par x; la plus grande sera 
x+by leur somme, qui est :r + 0:4-^9 devant égaler a, on 

aura ax + b=za. d'où x^=. . La solution conduit donc 

a 

aux deux formules obtenues ci-dessus, et par suite aux deux 

règles qu'on en a déduites. 

8. Proposons-nous maintenant le problème suivant : 
Partager une quantité donnée en trois parties , telles que la 
plus grande ait sur la moyenne un excès donné^ et que la 
moyenne ait aussi sur la plus petite un excès donné. 

Représentons par a la quantité à partager, par i l'excès de la 
plus grande sur la moyenne , et par c l'excès de la moyenne sur 
la plus petite. Désignons la plus petite par. • . x 

la moyenne sera x + c 

et la plus grande x + c-^- b\ 

comme la somme de ces trois parties ou. . , . 3a;+ ac + é 
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doit donner la quantité à partager a^ on aura donc Zx^^c-^b^za; 
retranchant 2c: et b des deux membres, on a 3^ = a — b — ac, 

doù, en divisant les deux membres par 3, a?= 5 , 

La partie moyenne , égalant la plus petite augmentée d*une 

. , , a — b — ac a — b — 2c-+-3c 
quantité c, sera donc 5 h^ ou 5 , ou 

enfin ^ ; de même, la plus grande partie, égalant la 

moyenne augmentée d une quantité &, sera 

a — i+c - a — i + cH-3A a + b + c 

3 ^^— 3 ~ 3 • 

La première formule traduite en langage ordinaire conduit à 
la règle suivante : 

Pour déterminer la plus petite partie j il faut retrancher de la 
quantité a partager V excès donné de la plus grande sur la 
moyenne^ plus deux fois l* excès donné de la moyenne sur la 
plus petite^ et diviser ce dernier reste par 3. Le quotient sera la 
plus petite partie cherchée* 

Les deux autres formules donnent des règles analogues. 

9. Prenons encore la question suivante (dont celle que nous 
avons traitée, Arith. n^ 204 9 est un cas particulier) : 

Partager une quantité donnée en trois parties , ayant entre 
elles les mêmes rapports que les nombres m , n ^ p. 

Représentons par a la quantité à partager supposée entière, 
et par x la plus grande partie. Soit, en outre, m>n et n>pj 

nx 
nous aurons m :/t :: j? : la moyenne = — » 

m:p::x: la plus petite=— • 

La somme des trois parties devant reproduire le nombre à 
partager a , on a donc 

njc px 
172 m 

Convertissant a et ;r en fractions dont le dénominateur soit 
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., . mx-^nx-{'px am ' , . ,. i , 

w, 11 Tient *— = — , ou, en multipliant des deuic 

m m ^ ' 

côtés pgr m, mx + nX"\-pxz=:am. Or, mx n'est autre chose 
que X répété m fois , de méine nx et px indiquent les produits 
de X par n et ^^t p; donc Texpression mx + nx -\-px composée 
de termes semblables (5) signifie que j: est répété un nombre 
de fpis marqué par m 4- /i 4- ^, ce qui s écrit {fn+n-\-p) x; on 
a donc {m+n+p)x=zam^ d'où, en divisant des deu}( côtés 

K 1 * 1 • ^m 

par m + n + p. Ion déduit x-=. , 

m+n+p 

X est donc une quatrième proportionnelle aux trois quantités 

connues a^ m^ m-^-n-^p, ce qui donne la solution de toutes 

les questions semblables. Faisant ^=24^, m=:6^ n = 5jp=4y 

pu trouve nz=g6 pour la plus grande partie , et par suite 8o et 

64 pour les deux autres (voyez notre Arith. n'' ao4). 

$ 4* Considérations générales sur la solution des questions, 

lo. On voit que la solution de ces diverses questions se com- 
pose de deux parties bien distinctes. L'une consiste à exprimer 
algébriquement les relations établies par l'énoncé entre les 
quantités connues et les quantités inconnues, ce qui mèpe à 
égaler entre elles certaines expressions, ou à mettre y comme 
pn dit , le problème en équation ; l'autre consiste à déduire de * 
ces équations la valeur des quantités inconnues , au moyen de 
procédés mathématiques que nous exposerons plus tard, et 
qui constituent ce qu'on appelle la résolution des équations. 

On ne peut prescrire aucune règle précise pour effectuer la 
première partie de la solution, c'est-à-dire la mise en équation; 
nous recommanderons seulement de représenter les quantités 
inconnues par les dernières lettres de l'alphabet .r,/^ z,. • . • 
en les réduisant au plus petit nombre possible , et d'indiquer à 
l'aide des signes algébriques les opérations qu'il faudrait effec- 
tuer pour vérifier si les inconnues , supposées déterminées et 
remplacées par leurs valeurs, satisfont aux conditions du pro- 
blème. 

Liçfi irel^tipp/i , indiquées p^r b quest^op , sonç pljiff q^ f|[u>ins 
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fadles a saisir et à traduire en langage algébrique; aussi la ipise 

en équation exige , en général , une certaine adresse que Tesprit 

acquiert seulement par la pratique. 
II. L'énoncé de la question peut conduire à une équation 

ne renfermant qu'une inconnue, ou à plusieurs équations ren- 
fermant autant d'inconnues, et alors on dit que le problème 
est déterminé. Si l'énoncé ne peut fournir autant d'équations 
qu'il y a d^inconnues, le problème est indéterminé. Enfin si 
renoncé conduit à plus d'équations que d'inconnues , le pro- 
blème n'est pas toujours possible. Nous Terrons plus loin qu'il 
suffit d'avoir un nombre d'équations égal à celui des inconnues 
pour déterminer celles-ci; alors les équations restantes doi- 
vent être vérifiées par les valeurs des inconnues, pour que le 
problème soit possible. On les appelle équations de condition. 
Les équations peuvent, aussi bien que les termes (5), être de 
différents degrés ; et le degré d*une équation est la somme des 
exposants des inconnues prise dans les termes ou cette somme est 
la plus forte. 

Les équations du premier degré sont celles où les inconnues 
ne sont multipliées ni par elles-mêmes , ni entre elles, et n'en* 
trent pas d'ailleurs en dénominateur. Telle est l'équation 

4a7H-5 = 6x — 3. 

L'équation à une inconnue 4>^'+3;p=:647' — 3 est du se- 
cond degré , parce que le plus haut exposant de 4? est 2; il en 
est de même de &r*+ 3a?^=4>^' — a , où les inconnues sont 

X et j. L'équation h 5j:=8 est du premier degré, parce 

que la même inconnue x entrant au dénominateur ni 9U 9U- 

Biérateur, ce terme se réduit à ix. Mais l'équation — =4 ^t 

du second degré , parce que l'inconnue du dénominateur étant 
autre que celle du numérateur, le degré de 4?' ne peut se ré- 
duire; d'ailleurs on n'évalue le degré d'une équation qu'après 
avoir fait disparaître les dénominateurs contenant des incopi- 
nues. 

L*équation ax*+bxy*z=:-^ — a est dû troisième degré. 
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On appelle encore particulièrement équation algébrique y 
celle dont les coefficients des inconnues sont , comme dans la 
précédente , des lettres ou quantités algébriques. Toute équa- 
tion, au contraire, dont les coeiUcients des inconnues sont des 
nombres, est dite numérique. 

12. Quand on a effectué la première partie de la solution 
d'une question à une inconnue , c'est-à-dire trouvé les expres- 
sions algébriques renfermant la quantité inconnue qu'il faut 
déterminer de manière à rendre ces expressions égales, en les 
joignant par le signe ==, on a ce qu'on appelle une équation. 

Lorsqu'on peut démontrer directement que deux expressions 
sont égales , sans donner de valeur particulière à aucune des 
lettres qu'elles renferment, en les joignant par le signe =, on 
a une égalité^ comme {x — i) {x+ i)=x'' — i. On obtient 
encore une égalité, lorsque dans une proportion on égale le 
produit des extrêmes au produit des moyens. 

Enfin, deux quantités exprimées identiquement de la même 
manière, ou évidemment égales, donnent une identité ^ comme 

8 = 8, a7 + 4='^ + 4« 
i3. On a vu dans les questions traitées précédemment ^ue 
leur solution obligeait à faire subir aux quantités algébriques 
certaines opérations^ compositions ou décompositions. Ainsi, 
dans la question du n° 9, par exemple, l'expression mj;-f-/?jc 
+ px , qui représente le résultat de trois multiplications suivies 
de deux additions , a été décomposée en deux facteurs m + n 
-+■ p et .r, dont l'ensemble indique une seule multiplication 
précédée de deux additions, etc. Or, les raisonnements qu'on 
emploie dans ces circonstances, et dans d'autres analogues, 
peuvent être réduits en règles au moyen desquelles on effectue 
sur les quantités algébriques, représentées par des lettres, les 
mêmes opérations que sur les nombres en Arithmétique, comme 
X addition , la soustraction , etc. Mais ces opération^ , comme le 
fait remarquer judicieusement M. Lacroix, diffèrent de celles 
qu'on exécute sur les nombres, en ce que leurs résultats, 
n'étant encore et ne pouvant être que des indications de cal- 
culs à effectuer, ne présentent réellement que des transforma- 
• tions des opérations primitivement indiquées , en d'autres qui 
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doivent produire les mêmes résultats, et dont récriture algé- 
brique est plus simple ou mieux appropriée à la solution de la 
question. qu*on a en Yue. 

Les règles à suivre pour exécuter ces transformations con« 
stituent le calcul algébriqtie dont nous allons nous occuper. 



SECTION IL 

CALCUL ALGÉBRIQUE. 



S I. Quantités négatives. Règles des signes, 

i4- Nous venons de voir que les quantités algébriques peu- 
vent être soumises aux mêmes opérations que les nombres. 
Mais ces opérations ont ici un sens bien plus étendu qu'en 
Arithmétique, oii les nombres sont considérés seulement sous 
, le rapport de leur grandeur absolue, et toujours regardés 
comme positifs ou ayant le signe + , tandis qu'en Algèbre on 
considère non-seulement la valeur absolue et la proportion des 
quantités soumises au calcul, mais encore le sens ou la situation 
de ces quantités relativement les unes aux autres. 

Par exemple, si Ton a des quantités situées ou dirigées vers 
la droite d^un certain point fixe pris comme point de départ, 
et des quantités situées ou dirigées vers la gauche du même 
point, il faut, dans le calcul de ces quantités, tenir compte de 
leur différence de situation , et , à cet effet , on est convenu de 
leur donner des signes contraires. Ainsi, en regardant comme 
positives y ou affectées du signe + , les quantités situées à droite 
du point fixe, on doit considérer comme négatives , ou affectées 
du signe — , les quantités situées à gauche du même point. Telle 
est la véritable source de la distinction des quantités positives 
et négatives , et c'est sous ce point de vue philospphique qu'on 
doit les envisager dans tout le cours de l'Algèbre. 

i5. L'exemple suivant fera ressortir la justesse de ces consi- 
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dérations y et les rendra plus faciles à saisir. Concevons un 
mobile se mouvant le long d*une ligne droite MN 



at 



1 — i^-ï — i — ''■ 



sur laquelle il a déjà parcouru, dans le sens MN, une lon- 
gueur AF, représentée d*une manière absolue par a. Si le mo- 
bile, à partir du point F, continue à se mouvoir dans le même 
sens jusqu'en B, la longueur absolue b de FB venant s'ajouter 
au chemin a primitivemetit parcouru , la distance AB du mobile 
au point A sera représentée par la somme AF -f- FB = a -f- A. 
Dans ce cas, la longueur absolue b du chemin FB, qui ex- 
prime l'accroissement de la distance primitive AF, aura le 
signe + , et sera regardée comme positive. Mais si le mobile, 
une fois arrivé en F, rétrograde , vers le point A^ d'une lon- 
gueur FB' égale à FB ou i, alors sa distance AB' au point A ne 
sera plus représentée que par la différence AF — FB'=a — i. 
Dans ce cas, la longueur absolue b de FB', qui exprime la di- 
minution survenue dans la distance primitive AF, aura le signe 
-*^ , et sera regardée comme négatii^e. 

Aitisi, déujt longueurs, comptées à partir d'une origine com- 
mune, mais dans Ae%sens opposés^ comme sont ici FB et FB' 
par rapport au point F, devront être introduites dans le cal» 
cul avec des signes contraires. On peut choisir d'abord le sens 
dsmâ lequel les longueurs doivent être regardées comme posi^ 
tives^ ou affectées du signe +; mais le choix étant fait, on de- 
¥ra nécessairement regarder comme négatives^ ou afi'ectées du 
signé — , les longueurs prises dans le sens opposé. 

Réciproquement^ si Ton compte dans un certain sens les Ion* 
gueurs affectées du signe -f-, on devra compter dans le sens 
opposé les longueurs affectées du signe — . C'est ce que nous 
aurons souvent l'occasion de vérifier dans le cours de l'ou- 
vrage (rt®* 69, 8 1 , etc.). 

Le thermomètre offre une application fréquente de ces prin- 
cipes. Car dans tous les calculs relatifs à la détermination de 
la température moyenne, etc., on regarde les degrés au-dessus 



CALCUI. ALGéBRlQUX, l5 

de zéro comme poêiUfs, et les degrés au-dessous de zéro 
comme négatifs. Le point zéro est leur point de départ ou 
leur origine commune. 

i6. On voit que les mots positifs et négatifs^ et, par con- 
séquent, les signes 4- et — qui les représentent, doiyent être 
considérés comme de véritables adjectifs dèterminaUfs ^ puis- 
qu'ils déterminent le sens dans lequel on doit prendre les 
quantités qu ils affectent. On est encore convenu que le signe 
+, mis devant une quantité^ ne change pas le sens dans le- 
quel elle est prise, et que le signe — , mis devant une quan- 
tité, change le sens dans lequel on doit la prendre, c'est-à- 
dire qu'une certaine quantité, affectée du signe — , représente 
une quantité de même valeur absolue, mais prise dans un sens 
contraire du sens primitif ou ordinaire, ou comptée dans un 
sens opposé. 

Les quantités qui ne sont précédées d'aucun signe, sont sup- 
posées avoir le signe +, et, par conséquent, censées positives. 

17. La plupart des auteurs regardent les quantités négatives 
comme provenant de soustractions qu'on ne peut effectuer en- 
tièrement , la quantité à soustraire surpassant la quantité dont 
on devrait la retrancher. Alors on soustrait la plus petite de la 
plus grande , et l'on met le signe -^ devant la différence , pour 
indiqper la soustraction qui reste encore à effectuer. 

Si, par exemple, on a reçu pour un jour une somme re- 
présentée par a , et qu'on dépense une somme représentée par 
i; à la fin du jour, on naura plus qu'une somme représentée 
par a— >£. Plus la dépense h sera près d'égaler la recette a, 
moins le reste sera considérable, et si &=a , il ne restera rien. 
Mais si la dépense b est plus forte que la recette a , le reste sera 
négatif, c'est-à-dire qu'on sera en dette ^ Pour fixer les idées, 
supposons a = 3^, et concevons que la dépense soit successi- 
vement i', 2', 3'; les restes successifs seront a', i', o'. Mais si 
4=4', le reste sera — 1', c'est-à-dire qu'on aura une dette de 
i'; si 3= 5', on aura une dette de 2'; et ainsi de suite. 

Les quantités négatives étant ainsi considérées, sous ce point 
de vue , comme venant à la suite de quantités positives dé- 
croissantes , on est convenu de les regarder comme plus pe- 
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titw qu« tiroi en outre, tes quantîtëa négatives, exfitiméet 
par un ràraotère de plus grande valeur abgolue ou ind^pei:*- 
dante du si^e, venant après celles qui sont ex^HÏméei par un 
caractère de valeur abiolue moim ooniidérable , on est auss: 
convenu dé regarder lei premières comme plm petites <pie le« 
demièrea. 

C'eit par suite de ces conventions qu'on peut écrire algébri- 
quement 

— KO, — a<:— *i,— 3< — a, etc. 

t8. Dans les calculs, on applique aux quantités ndgatÎTes 
les mêtnes règles que si elles étaient mises à la suite de quan- 
tités positives tellement choisies, que ta soustraction pAt s'ef- 
fectuer complétemeht. C'est ce que nous allons développer en 
cberchanl quelles modifications l'emploi des quantités néga- 
tives doit introduire dans les quatre opérations fondamentales 
de l'Arithmétique , ce qui nous permettra d'établir ce qu'on 
appelle tes règles des signes. 

iQ, Addition. — i' jijouter deux quantités de même signe. 

Si elles ont le signe + , il faut faire leur somme, à laquelle 
on donne le signe +. Si elles ont le signe — , comme ce signe 
indique séparément pour chacune d'elles une soustraction qui 
reste à effectuer, il faut l'indiquer aussi, pour -leur ensemble, 
dans le résultat, c'est-à-dire &ire leur somme indépendam- 
ment des signes et lui donner le signe — . 

a" Ajouter deux ^uantUét de signes coatrairef. 

Si la plus grande a le signe + , comme lé signe -» de la plus 
petite indique une soustraotion à effectuer, il faudra retran- 
cber la plus petite de la plus grande et donner le signe ■+- à 
la différence. Si o'est la plus grande , en valeur absolue , qui a le 
signe — , an en retranchera toujours l'autre quantité , mais on 
donnera le signe — < à la différence, pour indiquer la soustrac- 
tion qui reste encore à efTectuer. 

Pour résumer, si l'on représente par a et £ deux nombres 
ou deux quantités absolues dont la plus grande est a, et qu'on 
emploie les parenthèses pour mieux mettre les signes en évi- 
dence, on aura 
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(+«) + (+*)=+(« + *), {—a) + {—b)=z—{a + b), 
(+«) + (—*)=+(« — 4 (--•a) + (+*)=— (a— *). 

Ces résultats montrent que 

1° Pour ajouter deux quantités de même signe ^ il faut faire 
la somme des valeurs absolues de ces quantités^ sans ai^oir égard 
au signe qu^on place ensuite devant la somme. 

a° Pour ajouter deux quantités de signes contraires^ il faut 
retrancher la plus petite de la plus grande^ en valeur absolue^ 
et donner a la différence le signe de la plus grande. 

De là on conclut évidemment la règle suivante : 

RÈGLE GÉNÉRALE. PouT ajouter deux quantités^ il faut les 
écrire à la suite Vune de Vautre^ chacune avec son signe. 

Ce qui précède montre en même temps qu'on peut, sans 
altérer le résultat, changer Tordre des quantités qu'on doit 
ajouter. 

20. Soustraction. — Cette opération, éomme on la vu dans 
noire Arithmétique , n^ i a , a pour but de trouver une quan- 
tité telle qu'en lui ajoutant une quantité donnée, on reproduise 
une autre quantité donnée. La même définition s'applique à 
tous les cas qui peuvent ici se présenter, et qui sont au nom* 
bre de quatre. 

I® Les deux quantités données positives. 

Si la quantité dont on soustrait est la plus grande , il faut en 
retrancher la plus petite et donner le signe + à la différence, 
ce qui est le cas ordinaire de l'Arithmétique. Si la quantité dont 
on soustrait est la plus petite , il faut la retrancher de la plus 
grande , mais donner le signe — à la différence, pour indiquer 
que la soustraction n'a pu s effectuer entièrement (17); la dif- 
férence montrera en même temps de combien il s'en faut que 
lopération soit possible. 

2^ La quantité dont on soustrait positive , la quantité à souS' 
traire négative. 

Soit — 9 a retrancher de +4. La différence doit être telle, 
qu'en lui ajoutant — 9, on trouve + 4* Ainsi d'abord la diffé- 
rence cherchée sera positive ; car si elle était négative , en lui 
ajoutant — 9, on aurait un résultat négatif. En outre, on vient 
M. Algebrz. a 
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de voir (19) que pour ajouter deux quantités de signes con- 
traires , il faut retrancher la plus petite de la plus grande, 
et donner au résultat le signe de la plus grande. Donc la dif- 
férence cherchée doit être plus grande que 9, et précisément 
égale à la somme absolue des deux quantités données 4 et 9, 
c est*à-dire 1 3, puisque, après en avoir retranché 9, le reste doit 
être 4. Ainsi (-4- 4) — (— 9) == + i3. 

3^ La quantité dont on soustrait négatwe ^ la quantité à sous- 
traire positiife. 

Soit + 9 à soustraire de — 4* ^ somme de la différence et 
du nombre à soustraire devant être négative, cette différence 
sera aussi négative ; car si elle était positive , la somme indi- 
quée le serait également. En outre, si de la même somme, 
prise indépendamment du signe , on retranche 9, le reste doit 
être 4* Ainsi la différence cherchée doit être 9+4 ou i3, en 
grandeur absolue , et comme elle doit avoir le signe — , on 
aura donc ( — 4) — (+ 9) =='^ » 3. 

4** Las deux quantités données négatii^es. 

En raisonnant comme ci-dessus , on verra que la différence 
cherchée doit égaler la différence absolue des deux quantités 
donnéca, et avoir le signe de la plus grande. Car autrement la 
différence cherchée , ajoutée avec la quantité à soustraire, ne 
reproduirait pas la quantité dont on soustrait. 

Pour résumer, si ion reprend la notation du n^ 19, où a 
est > b, on aura 

(+a) — (—*)=+(« + *), 

On obtient algébriquement les mêmes résultats par la con- 
sidération suivante, qui pourra paraître plus simple. 

Puisque + b — 6=0, il est évident qu'on n'altère nullement 
une quantité + « , en lui ajoutant -f- i — i, et que , par con- 
séquent, + «=4-^4-3 — b. Or, si Ton veut retrancher -|- A 
de -f-a, il suffit d efl&cer +b dans le second membre, de sorte 
qu il vient -Ha — b pour la différence cherchée j et si Ton veut 
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retrancher —6 de + a, on ef&ce — b dans le second membre, 
ce qui donne a + b pour la différence. On a de même — a 
= — a + b — hf si Ton retranche 4-i, il reste — a — b ou — 
(a-hi), et si l'on retranche — i, il reste — a-hb ou — (a — b). 
On peut conclure, de ce qui précède , la règle suivante : 
RjBGiiB GÉNÉRALE. Pour soustrairc une quantité d'unç autre, 
U Jaut changer le signe de la quantité à soustraire et P écrire 
avec ce nçuyeau signe à la suite de celle dont on vei^t la sous- 
traire. 

21. Remarque. On voit qu'en définitive la soustraction rer 
vient réellement à une addition dans laquelle la quantité À sous* 
traire doit être prise avec un signe contraire au sien. 

C'est pourquoi nous exposons ci-après (27), dans un même 
article, laddition et 1^ soustraction des quantités algébriques. 

On voit , en outre , d après les deux numérps précédents , 
quon ne doit pas, en Algèbre, attacher aux mots somme et 
différence la même idée qu'en Arithmétique. Dans l'Arithmé- 
tique proprement dite ^ une somme est toujours plus grande 
que chacun des nombres ajoutés , et une différence est tou- 
jours plus petite que le nombre dont on soustrait , parce qu'on 
opère sur des nombres censés tous positifs et envisagés seule- 
ment sous le point de vue de leur valeur absolue. Il en serait 
de même en Algèbre si l'on ne combinait que de$ quantités 
positives. Mais l'on y considère les quantités sous un point de 
Yue plus général, en les regardant comme pouvant être posi« 
tiyes ou négatives; alors , en opérant sur des quantités néga- 
tives, si on les ^JQlute, la somme devient une différence, et si 
on les retranche , la différence devient une $omme. Les mots 
somme et différence n^entraînent doQC pas toujours , comme 
en Arithmétique, l'un l'idée d'augmentation, l'autre l'idée de 
diminution. 

22. Mui«TiPLiGÂTiON. — Les mots multiplicande ^ multiplica- 
teury produit, facteurs du produit, ont ici la même signification 
qu'en Arithmétique. Voyez les signes de la multiplication dans 
le tableau n® 5. 

Pour envisager à la fois tous les cas , supposons qu'on ait 
à multiplier la quantité (+ a — ^) par la quantité (4-c — ûQ, où 
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les lettres a, b, Cy d, représentent des quantités absolues po« 
sitive,s, et où chaque facteur est ainsi formé dune quantité 
absolue positive diminuée d une autre quantité absolue posi- 
tive. Il résulte de la définition de la multiplication , que si lun 
des facteurs du produit augmente ou diminue d'un certain 
nombre d'unités ou de parties quelconques de l'unité, le pro- 
duit doit augmenter ou diminuer du même nombre de fois 
ou de parties de fois l'autre facteur. D'après cela , si nous sup- 
posons qu'on ait effectué le produit du facteur {a — b) par la 
quantité c , il est clair que ce produit sera trop fort , et devra 
être diminué du produit du même facteur par la quantité d^ 
puisqu'on ne devait pas multiplier ce facteur {a — b) par la 
quantité c, mais seulement par la quantité c diminuée de la 
quantité d. Pour obtenir le produit du facteur {a — b) par -f- c, 
si nous faisons d'abord celui de +a par +€r, ou, ce qui est la 
même chose , de a par c y nous indiquerons ce produit par 
(-|- a) , (+ c) ou par a. c, ou enfin par ac ou + ac. Comme on 
ne doit pas multiplier par c la quantité a y mais seulement la 
quantité a diminuée de la quantité by il suit de ce qui précède 
que le produit indiqué par +ac est trop fort, et doit être di- 
minué du produit de la quantité b par c, lequel s'indique par 
+ bc; on indiquera donc cette soustraction à effectuer en écri- 
vant + bc avec un signe contraire à la suite de +aCy ce qui 
donnera +ac — bc. 

Il reste maintenant à trouver le produit du même facteur 
(a — b) par la quantité rf, lequel s'indique, d'après ce qu'on 
vient de voir, par +ad — bd^ et à le retrancher de + ac 
-^bci^). Effectuant la soustraction d'après les règles données 
plus haut (ào), on trouve que 

[+a — b) . {+c — /f) =+ ac — bc — ad+bd. 

(*) Cette démonstration de la règle des signes laisse à désirer, parce 
qu'elle ne concerne pas les quantités négatives prises isolémeot; mais 
aucun Traite d'Algèbre n'en renferme de plus complète, au moins à 
notre connaissance. La définition ordinaire de la multiplication, telle 
qu'on la donne en Arithmétique, peut bien s'appliquer au cas où le 
multiplicateur est positif, le multiplicande pouvant d'ailleurs être 
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Comparant alors le produit aux deux facteurs , on voit que 
I*» (+a).{-hc)=+ae; a* {—b).(+c)=—bc; 

positif ou nëgatif. Mais dans le cas où le multiplicateur est négatif, la 
définition ordinaire devient absolument inapplicable, et on ne peut 
déterminer le sens de Topération, ni reconnaître comment on doit 
former le produit, autrement que par les considérations ci^dessus, 
au moins dans l'état actuel de la science. 

Au reste, il ne faut pas perdre de vue que, d'après la nature des 
quantités indéterminées dont on se sert en Algèbre, on ne peut ar- 
river à un résultat individuel , qu'après avoir donné à ces caractères 
une détermination. Or, il pourra se faire que les conditions, d'après 
lesquelles on devra les déterminer, renferment quelque incompatibilité. 
Dans ce cas , les résultats seront de purs symboles, non susceptibles 
d'être traduits en nombres. Mais comme, en opérant sur ces résultats, 
sous quelque forme qu'ils se présentent, on doit nécessairement 
satisfaire aux conditions d'où on les a déduits , on verra donc à quoi 
se réduisent, en définitive, les opérations qu'on avait indiquées sur ces 
symboles, et quel sens on doit leur attribuer. Ainsi, en traitant sous ' 
ce point de vue général chacun des cas particuliers qui peuvent se 
présenter, on obtiendra les règles relatives au calcul des résultats 
trouvés dans le cas dont il s'agit; et de la réunion de toutes ces règles 
CD déduira les règles générales du calcul de tous les symboles qui 
peuvent se présenter en Algèbre, tels que les expressions négatives, 
imaginaires, etc. 

Pour éclaircir ces considérations par un exemple fort simple, sup- 
posons qu'on ait. à déterminer la distance de deux points m et /i, que 
Ton sait être situés sur une droite donnée de position. 




Si l'on appelle x' et x" les distances respectives des deux points m et /i, 
à un point O de la même droite, pris pour origine, il peut arriver que 
la distance mn de ces points soit représentée par la formule jt' +j/', 
ou par la formule x' — x". Dans la première hypothèse , l'origine est 
située entre les deux points; dans la seconde, l'origine les laisse d'un 
même côté. Si donc on exprime la distance mn^ dans un des cas, par la 
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De là on peut conclrtrt! h rfegle suiMnte : 

RsQLE ciNBHtLB; Pûur multiplier d*uj: qaaatUès l'une par 
l'autre y il faut faire le produit de ces quantités prises absolu- 
ment, sans avoir égard aux signes, et donner auproduit le signe 
+ ou le signe — , selon que les deux facteurs sont de même 
signe ou de signes contraires. 

Cette règle s'énonce ordinairement d'une manière abrégée en 
disant : 

+ par + donne +, — par + don/ie — , 
+ par — donne —, —par — donne -4-. 

àS. Laplace démontrait la règle des signes de ta manière 
suivante : 

Lorsqu'un des acteurs du produit est zéro, le produit doit 
être nul. Donc si l'on doit multiplier (+£) par (+a— a), 
comme (+b).(+a)'= + aè, il fout nécessairement, pour que 
le produit total soit zéro, que (+ i).{ — a)= — ab. De même 
si l'on doit multiplier ( — i) par {a — a), comme { — h),{+a) 
^ — ai, d'après le i" cas, il Jaut aussi que ( — &).( — a) 
■ =z + ab. 

a4- n suit de ce qui précède : 

i" Qu'un produit change de signe , lorsqu'on change le signe 
de l'un des /acteurs; 

2° Qu'un produit ne change pas de signe, lorsqu'on change 
le signe de deux facteurs ; 

3° Qu'un produit de deux facteurs n'estpas altéré, lorsqu'on 
intervertu l'ordre des facteurs. 

On voit, en outre, que la dernière proposition étant vraiâ 
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formule qui conTient à l'autre cas, on devra trouver au moins pour 
l'une des distances a^, x", une valeur précédée du si{;ne — ; ce sera, 
par exemple, pour af. Alors, si au lieu de prendre la formule qui a 
donné fcette valeur de x', prétédée du signe — , on emploie l'autre 
l^ormiile, on obtiendra une valeur de *" qui Sera numériquement 
In mime, au signe près. On voit donc que Si l'on avait primitivement 
ininiduit dans le calcul (a qiianiit^y en thangeaut son signe, la pre- 
mière formule aurait donné, pour x', la même valeur numérique que 
dans le premier cas, mais précédée du signe +. 
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pour deux facteurs , le sera encore pour trois focceurs ^ en con- 
sidérant comme un seul facteur le produit des deux premiers 
facteurs, ei ainsi de suite ; de sorte qu'elle est applicable à un 
nombre quelconque de facteurs (voyez notre Aritfa., n* 18). 

25. Division. — Les mots dwidende , diviseur et quotient ont 
ici la même signification qu*en Arithmétique, et de même, 
étant donnés un produit et Tun des facteurs, on cherche à 
déterminer l'autre facteur nom tné quotient^ qui, multiplié par 
le diviseur ou le facteur connu, doit reproduire te dividende 
ou le produit donné. On fera donc d*abord la division sans 
avoir égard aux signes , ce qui donnera la Valeur absolue du 
quotient : or, il est clair que le quotient doit avoir le signe + , 
si le dividende et le diviseur sont de même fiigne, et avoir le 
signe ' — , s'ils sont de signes contraires ; car, autrement , le pro- 
duit du quotient par le diviseur aurait un signe contraire à 
celui du dividende. Si donc on représente par q la valeur ab- 
solue du quotient de deux quantités quelconques a et 5, on 
aura 

+ a +a — a — a 



De là on peut conclure la règle suivante : 

RÈGLE G£iiÉEAi.B. Pout* dlviser deux quantités quelconques 
Vune par Vautre^ il faut effectuer la division sans avoir égard 
aux signes^ et donner au quotient le signe -h ou le signe — ^, 
selon que le dividende et le diviseuF ont le même signe ou des 
signes contraires. 

Cette règle s'énonce ordinairement d'une manière abrégée 
en disant : 

-i- divisé par + donne -+- , -f- divisé par -^ donne — | 
— divisé par -f- donne — , • — divisé par — donne +• 

26. 11 faut prendre cette règle des signes comme un fait de 
calcul, sans chercher ce que peut signifier la division de 
deux quantités qui ne sont pas toutes deux positives. Il s'agit, 
en effet, dans cette division, de trouver un quotient, qui, 
multiplié par le diviseur, d'après les règles connues , repro- 
duise le dividende. 
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S 9. Addition et soustraction des monômes. Réduction, 

27. L'additiou e^f u/ie opération qui a pour bat de réunir plu- 
sieurs expressions en une seule. Les règles géoerales données 
(ig et 20) s'appliquent évidemment à l'addition et à la sous- 
traction de tant de monômes qu'on voudra , quels que soient 
leurs signes. Donc 

Pour ajouter plusieurs monômes, il faut les écrire h la suite 
les uns des autres ^ chacun avec le signa dont il est affecté. 

Pour soustraire un ou plusieurs monômes dun autre f il faut 
écrire celui-ci le premier avecson signe, et les autres à la suite 
en changeant leurs signes. 

D'après cela, si l'on veut ajouter les monômes 4a', — iab, 6a ' , 
on aura le polynôme 4o' — 2a£+6ti*; et si l'on veut retrancher 
du monôme — ia'b les monômes 6a^, — 4<^'i on aurale poly- 
nôme — 3tï ' 6 — Ha * +4<ii ' . 

a8. Comme l'ensemble des termes d'un polynôme indique 
une suite d'additions et de soustractions, il résulte des règles éta- 
blies précédemment que l'ordre dans lequel on écrit ces termes 
est indifférent , et qu'ainsi l'on peut changer les termes de place 
dans un polynôme sans en altérer la valeur, qui est évidem- 
ment égale à la somme des termes positifs diminuée de la 
somme des termes négatifs, et reste la même dans quelque 
ordre qu'on effectue successivement ces additions et soustrac- 
tions partielles. D'après cela , si le polynôme résultant de l'ad- 
dition ou de la soustraction de plusieurs monômes , ou , en 
général, si un polynôme quelconque a des termes sembla- 
bles (5), soit voisins, soit disséminés, on pourra les réduire 
en un seul pour simplifier le polynôme. 

Nous recommandons ici , une fois pour toutes, de ne jamais 
négliger cette simplification, qui se nomme la réduction, et se 
déduit des considérations suivantes: 

Quand deux ou plusieurs termes semblables ont le même 
signe, ils indiquent qu'une mâme quantité, positive s'ils ont 
le signe-)-, négative s'ils ont le signe — , doit être ajoutée dans 
le premier cas , et retranchée dans le second , autant de fois 
qu'il y a d'unités dans la somme de leurs coefficients. 
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De même quand deux termes semblables ont Fun le signe+, 
lautre le signe — , Tensemble de ces termes exprime une même 
quantité répétée un nombre de fois égal à la différence du plus 
petit au plus grand coefficient, et affectée du même signe que 
le plus grand. 

De là on peut déduire la règle suivante : 

RÈGLE GÉNÉRALE. Pour réduire en un seul plusieurs termes 
semblables dHun polynôme^ il faut faire la somme des coefficients 
précédés du signe + , celle des coefficients précédés du signe — , 
retrancher la plus petite somme de la plus grande^ et prendre 
la différence pour coefficient du terme unique remplaçant les 
termes semblables^ en lui donnant le signe de la plus grande 
somme. 

Soit, par exemple , le polynôme 

En rapprochant les termes semblables , on pourra Vécrire 
ainsi : 

Or, d'après ce qu on vient de voir, on peut remplacer les 
deux termes positifs 8a'+^a* par le seul terme i3a* égal à 
leur somme, puis les deux termes — 6a^ — 3a' par le seul terme 
— 9a ^. On aura donc au lieu des quatre premiers termes les 
deux suivants i3a' — 9^*f qui se réduisent à +4^'* De même 
les trois autres termes 6ab — nab — ab se réduisent à 6ab — 
3<7&, et enfin au seul terme 3ab. Le polynôme proposé, ainsi 
réduit, deviendra donc4a' + 3a&. 

29. Il est facile de calculer la valeur d'un polynôme où Ton 
remplace les lettres par des quantités numériques. Prenons 
pour exemple le polynôme 2a — 4^ + 3^ î sî 1*^" ^^ ^ = — ^9 
tz= — 2, et c=+ 5, d après les règles exposées ci- dessus, 
on aura 

2fl = + 2.(— 3) = — 6,— 4*=— 4. (— 2) = + 8, 

+ 3c = +3. (+5)=+i5; 

substituant ces valeurs dans le polynôme proposé, il devient 
--6+ 8 + i5, et se réduit à + 17 en effectuant les opérations. 
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On Voit que si dans tih monôme, ou dans un terme d*un 
polynôme, on substitue une valeur numérique négative aune 
lettre qui &*y trouve, le signe du monôme ou du terme change 
ou sô cohserTe, selon que la lettre est affectée d'un exposant 
impair ou pair. 

Si dans un polynôme on change tous les signes + en — , et 
tous Ifeà signes — ett +, toutes les additions se trouvent rem- 
placée^ par des Soustractions, et réciproquement ; alors on voit 
par ce qui précédé , qUe le résultat de la substitution des valeurs 
numériques aux lettres, c'est-à-dire, la valeur absolue du poly- 
ïïàïAe restera la même , mais changera de signe. 

3o. Remarque. Comme là valeur d'un polynôme reste la 
même quel que soit Tordre des termes (28), si plusieurs termes 
contiennent une même lettre avec des exposants différents, on 
pourra disposer le# termes de manière que les exposants de 
cette lettre aillent en croissant ou en décroissant, ce qui s'ap- 
pelle ordonner le polynôme. Ainsi le polynôme 5a* — 3irt^ + 
3a* — 6b* a est ordonné par rapport aux puissances décrois- 
santes de a; et le polynôme 4^^ i+ 5a *i' 4- 6ai' est ordonné à 
la fois selon les puissances décroissantes de a et croissantes de b. 

Cette disposition a de grands avantages pour la facilité du 
calcul, et ne doit jamais être négligée. La lettre, suivant laquelle 
un polynôme est ordonné , se nomme la lettre principale. 

$ 84 Addition et soustraction des polynômes. 

3i. Supposons qu'on doive ajouter les deux polynômes 
« — ^ + c etd-i-e — f. Concevons qu'on ait donné aui lettres 
des valeurs particulières dans le second polynôme, et qu'on 
ait trouvé pour résultat la valeur absolue A. Si l'on ajoute cette 
valeur au premier polynôme, on a la somme a — J-f-c-f-A, 
ou bien en changeant l'ordre des termes, A+a — b-\^c. Mais 
il est évident qu'on peut, sans altérer cette dernière exprès* 
sion, y remplacer la quantité A par le polynôme primitif d-\- 
e — fj ce qui donne le polynôme total d-^e — -J-^-a — i-+-c, 
fot'mé de la réunion des deux proposés. On n a pas indiqué si 
ta quantité A était positive ou négative, le raisonnement étant 
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identiquement le même dans les deux cas. De là on tire la règle 
suivante : 

Règle générjlle. Pour ajouter plusieurs polynômes , iljaui 
les écrire les uns à la suite des autres j en conservant les signes 
de tous leurs termes. On effectue ensuite la réduction des termes 
semblables j s* il s^ en troui^e dans le résultat. 

Si l'on yeut isoler momentanément Fun des polynômes qu'on 
doit ajouter, on le renferme entre deux parenthèses et on le 
fiiit précéder du signe -4— 

Lorsque les polynômes sont de nature à être ordonnés par 
rapport à une même lettre , on les écrit les uns au-dessous des 
autreS)d6 manière que les termes seibblables se eorrespondent, 
ce qui facilite la réduction. 

Voici plusieurs exemples : 

i<» 5a'— 3*fl+ac 



— 3a'— 6a*+8 
4tf*— a'+aia- 3 



Somme4a^-h a* — 'jba+ 2£?+ 5 . 



5 û 3. 
^ -6^-^-4* 

2 . 3 
— a — — a 

3 4 

— 5 a + ^ b 

6 4 ^o 

32. La règle de la soustraction se conclut aiséhient de ce 
(pii précède. Car supposons qu ayant substitué des Valeurs aUx 
'ettres dans le polynôme à soustraire , le résultat ait dionné là 
quantité A , pour effectuer la soustraction il faudra Técrîre 
ivec tm signe contraire à la suite de la quantité dont oh doit 
^ soustraire (27). Or, nous avons vu (ig) que la valeur ab- 
solue d'un polynôme change de signe, lorsqu'on change celui 

f Je toas les termes , et comme , d'après là règle de l'addition, 
tous les termes du polynôme qu'on ajoute consentent leu^ 
âpie,îlen résulte quoii retranchera le polynôme àsoustratirê 

! «ïJ récrivant, après avoir changé tous ses termes de signe, à 
b suite de la quantité dont il doit être soustrait. 

13 'ailleurs il est clair qu'on doit opérer ainsi ; car alori tous 
^ termes du résultat (non réduit) se composant dé ceux dé 



la quantité dont on soustrait et de ceut du polynôme à sous- 
traire pris en signe contraire, en ajoutant le poljrnôme à 
soustraire au résultat , on reproduira la quantité dont on 
soustrait. 

De là résulte la r^le suivante : 

Bègle gbnbhalb. Pour soustraire un polynôme d'une quantité 
quelconque, il faut l'écrire , après avoir changé le ligne de tous 
tes termes , h la suite de cette quantité. 

I! faut toujours ordonner les polynômes et réduire le résulut 
s'il y a lieu. 

Voici plusieurs exemples: 



i" De 

soustraire 


8a'— 5 ab+^c 
5a* — ^ ai+ c 


2' De 6a— 3*4-8 
soustraire — «"+4^ — " 


Reste non 
réduit - 


8a'— 5 ab-^ic 
-5a'+ = ai — c 


6a— 3i+8 
Reste non _ 

réduit +g<*~3*+'' 


Reste réduit 


3fl'_^ai+3c 


Reste réduit ~ a -^+c+ 8. 
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s 4- Multiplication des monàtnes. 

33. D'après les signes de la multiplication (5) , le produit 
d'un nombre quelconque de facteurs a, b', c,d^ ^ s'in- 
dique par axb^ XCXd^ ou par a. b'. c, d' ou 

enfin par ab'cd^ 

Si une quantité quelconque a doit être multipliée par un 
produit bcd de plusieurs Ëicteurs, comme un produit ne 
change pas , quel que soit l'ordre des facteurs (34 et Arîtli. 
n" 18), il est clair qu'on aura le même résultat en multipliant 
a par bcd, (X qui s'indique ç&t a. bcd ou abcd, et en multipliant 
hcd par a, ce qui s'indique par bcd. a ou bcda, de sorte que 
ehcd^=:bcda. Donc pour multiplier une quantité par un pro- 
duit de plusieurs facteurs, on peut multiplier successivement 
cette quantité par chacun des acteurs. D'après cela, si l'un 
des facteurs est numérique, on l'écrit en tête du produit dont 
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il devient le coefficient ; et s'il y a plusieurs facteurs numé- 
riques , c'est leur produit qui devient leur coefficient. Faisant 
d=i dans le produit ci-dessus, il devient iabcj et si en outre 
cz=z4i on a i2ab. 

Lorsque deux ou plusieurs facteurs sont diverses puissances 
dune même quantité, leur produit égale la même quantité 
avec un exposant égal à la somme des exposants des facteurs; 
car soient les deux facteurs a^ja^^ comme a* n'est que l'abré- 
viation de o^i, et a^ celle de aaa^ il est clair que le produit 
de a* par a^ n'est autre chose que aa.aaay ou aaaaa^ ou a^, 

34. Soit maintenant à multiplier deux monômes quelcon- 

ques, 4^*A^c, ^ a bd^^ par exemple. D'après ce qu'on vient de 
voir, le produit deviendra successivement 

ou enfin | a'b^cdf'. Donc ^aH^. | aHd^=— | a^iW^ 

Nous n'avons encore considéré que des facteurs positifs; 
mais d'après la règle des signes exposée plus haut (22) y il est 
évident que le signe du produit sera + ou — , selon que le 
nombre des facteurs négatifs sera pair ou impair. 

On peut conclure de ce qui précède la règle suivante : 

RÈGLE GÉNÉRALE. Pour multiplier deux ou, en général y plu- 
sieurs monômes,, il faut faire le produit des coefficients y écrire 
comme facteurs y a la suite de ce produit y toutes les lettres qui 
9c trouvent dans les monômes proposés y en donnant à chaque 
lettre qui leur est commune un exposant égal à la somme de 
ceux dont elle y est affectée , et consentant aux autres lettres 
leur exposant ; il faut enfin donner au produit le signe + ou 
— , selon que le nombre des facteurs négatifs est pair ou 
impair. 

Remarque. On ne doit pas oublier que les lettres écrites sans 
exposant ont l'exposant i. 

Si l'un des facteurs se réduit à zéro , le produit total devient 
nul. 
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S 5. Muttiplication des polynômes. 



35, I. Soit d'abord le polynôme a+6 — c à multiplier par 
une quantité /n, ce qui s'indique par {a+b — c)/ii, les lettres 
a 9 6 1 (7 désignant des quantités quelconques positives ou né- 
gatives. 

1° Si m est un nombre entier positif, le produit est évî» 
deipinent a+b — € ajouté m fois, c'est-à-dire la somme de tous 
les termes du polynôme pris chacun avec son signe et répété 
m fois, ce qui donnera, en réduisant, ma + mb — me. Les 
raisonnements employés plus haut (aa) conduiraient encore 
au même résultat ; et il en serait de même dans les cas 
suivants. 

s"* Si m est un nombre fractionnaire positif -, on devra 

diviser ^ -4- * — e par d et le multiplier par u ; or, 

a + b — c abc 



V V 7} 7}^ 



puisque, d'après le premier cas, 

b 



/a b c\ . 

( — I ]v = a + b — c. 



Multipliant — | par u^ il vient 

* V V V *^ 

ua ub uc , 

1- _ — , — ou ma + mb — me. 

V V V 

y Si m est une quantité négative — n^ on fera le produit de 
a +6 — ç par la valeur absolue n de cette quantité, et on cfaan* 
géra le signe de tous les termes, ce qui donnera 

— na — nb-i-nc ou ma+mh — me. 

IL Prenons maintenant les deux polynômes a + b — c, «?-§- 
e — -J^ et supposons qu'en efïectuant les opérations indiquées 
dans le premier polynôme , le résultat soit exprimé par la 
quantité A; d'après ce qu'on vient de voir, le produit du se- 
cond polynôme par A sera A {d+e—J) =: Arf-4-Ae — A/I 



CALCUL ALGÉBRIQUE. 3l 

Mettant à la place de A le polynôme que cette lettre repré- 
sente, le polynôme A6/+ Ae — kj ne changera pas de valeur, 
et deviendra 

Or, d après Tarticle I, {a+h — c) d=:ad+bd — crf, de même 
{a-^b — c)e=iae'\-he — ce^ et {a + b^^e)f=zaf-\-bf — c/; 
ce dernier produit devant être retranché, on changera les si- 
gnes de tous ^s termes en les écrivant à la suite de ceux des 
deux premiers produits qui conservent leurs signes \ d apràs 
cela on aura 

(a-4-ft — c) {d+e—f)=iad+bd—cd+ae+bc — ee — af—bf-\-ef. 

De là résulte la règle suivante : 

Règle générale. Pour effectuer la multiplication de deux 
polynômes f il faut multiplier successivement tous les termes 
du multiplicande par chaque terme du multiplicateur^ en con" 
servant dans les produits les signes des termes du multiplia 
candej lorsque le terme du multiplicateur a le signe -H , etmet- 
tant des signes contraires , lorsque le terme du multiplicateur a 
le signe — . 

Il est clair qu'en opérant ainsi, le produit de deux termes 
quelconques aura le même signe que si ces termes étaient re- 
gardés comme des monômes isolés pris avec leurs signes. La 
règle précédente revient donc à dire que pour multiplier deux 
polynômes, il faut multiplier tous les termes du multiplicande 
par tous les termes du multiplicateur, et &ire la somme de tous 
les produits. 

36. Pour appliquer la règle, on dispose Topération comme 
on le voit dans Vexemple suivant, ou les polynôoMs ne con- 
tiennent qu'une lettre : 

Multiplicande 4^^ — 3 + 4^ 

Multiplicateur 2a — 5i«*-H 5 

8a*— 6a + 8«' 
Produits partiels | — aort^+iSat*— aoa* 

+20«' — 15 +ao« 



p^^ 



Produit total réduit 8a^+i4a +23a*— ;ioa* — 15. 
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La première ligne des produits partiels s'obtient en mul- 
tipliant tous les ternies du multiplicande par le premier terme 
2a du multiplicateur, qui est censé avoir le signe + ; c'est 
pourquoi Ton a conservé les signes des termes du multipli- 
cande. 

La deuxième ligne des produits partiels s'obtient en mnlti- 
pliant tous les termes du multiplicande par le second terme 
— 5a* du multiplicateur. Ce terme ayant le signe—, on a 
changé les signes des termes du multiplicande. 

La troisième ligne des produits partiels s'obtient en multi- 
pliant tous les termes du multiplicande par le troisième ternie 
+ 5 du multiplicateur. Ce terme ayant le signe 4- , on a con- 
servé les signes des termes du multiplicande. 

Faisant la somme de ces trois produits partiels pour avoir 
le produit total, on remarque que les termes semblables— 6a, 
+ aoa se réduisent à -|- i4a, les termes + 8a% +i5a% à + 
aSa', et enfin que les termes — aoa', -h2oa^ se détruisent. 
De sorte que le produit total devient , après ces réductions , 
le polynôme écrit plus haut. 

Prenons, pour second exemple, les polynômes suivants, 
dont les termes contiennent plusieurs lettres : 

Multiplicande 4^^bc*+ Zab^c^ — ^à'bc 

Multiplicateur Gabc" — 8a^ + 3^c 



Produits par- 1 « ., , , ,,, , ^ ,., 



tiels 



+ i2fl'*V+ gab'à— ea^b^c" 



Produit total iSa'iV— 32a'6c'' +i6a'bc +gab^c^—6a*b^c* . 

* 

réduit 

En faisant la somme des trois produits partiels pour avoir le 
produit total, on voit que les termes 24a*i'£?*, — 24^^^*^"* se 
détruisent, ainsi que les termes — i2a^6*c^, + i2û^i*c?', de 
sorte que le produit total se réduit au polynôme ci«dessus* 

On voit, par ces deux exemples, que si les polynômes pro- 
posés ont des lettres communes, le produit total peut offrir 
des réductions. On a pu les effectuer ici assez facilement , parce 
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que les polynômes pris pour exemple n'avaient pas un grand 
nombre de termes ; mais un conçoit que s'ils étaient plus com- 
pliqués, il faudrait; après avoir effectué tous les produits par- 
tiels, comparer successivement les termes de chacun d'eux avec 
ceux des autres, ce qui exigerait beaucoup d'attention et pour- 
rait amener des erreurs. Or, on évite toute recherche en or- 
donnant les deux polynômes par rapport à une des lettres 
communes (3o), et disposant tous les termes de manière que les 
termes semblables soient les uns au-dessous des autres, comme 
on le voit dans l'exemple suivant : 

Multiplicande 4«^ — 2a*b+5ab' 
Multiplicateur aa* ab-^-^b* 



8a^—4a^b-hioà'b* 



5 
Produits partiels { — 2a*^-f- a^b^ a*b^ 



8a' b'— 4a^b'+ioab' 



,3 
Produit total réduit 8a* — 6a^b-^ i ga'b^ a'b^+ 1 oab*. 

37. On voit par l'exemple précédent qu'il est très-avan- 
tageux , pour la facilité des réductions , d'ordonner les poly- 
nômes. Dans ce cas, le produit se trouve lui-même ordonné 
par rapport à la même lettre. En outre, les termes du plus 
grand et du plus petit exposant de cette lettre dans le produit 
proviennent des termes du plus grand et plus petit exposant 
de la même lettre dans chaque facteur, et par conséquent ne 
peuvent se réduire avec aucun autre du produit total. Enfin, 
si l'on considère comme des produits partiels ceux du multi- 
plicande par les différents termes du multiplicateur, il y aura 
autant de produits partiels qu'il y a de termes dans ce dernier 
acteur. 

Remarquons encore que si les deux polynômes sont homo- 
gènes (5), le produit le sera également et d'un degré égal à la 
somme des degrés des facteurs. Lorsqu'il en arrive autrement, 
cest une preuve qu'on a commis des erreurs dans les multipli- 
cations partielles. 

M. Algèbre. 3 
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38. Si plusieurs termes d'un polynôme contiennent la lettre 
par rapport à laquelle on ordonne avec le même exposant , on 
réunit ces termes en un seul produit dont la lettre affectée de 
l'exposant commun devient un facteur, et dontTautre facteur, 
qu'on peut considérer comme son coefficient, devient un po- 
lynôme susceptible d'être également ordonné par rapport à une 
autre lettre ; celle-ci peut encore se trouver avec le même ex- 
posant dans plusieurs termes de ce dernier polynôme, et alors 
on réunit de même ces termes en un seul produit dont la 
nouvelle lettre est un facteur, et dont l'autre facteur devient 
un autre polynôme qu'on peut encore ordonner par rapport 
à une autre lettre , et ainsi de suite. 

Soient , par exemple , les polynômes 

3a* — ^à^b + ah. 

Pour effectuer le produit de ces polynômes , on les mettra 
sous la forme 

(5J— 3)a* — (8i*-f.3J)a, 

— (4è — 3)a*4-Aa. 
Le produit de ces deux polynômes devient ^ après la ré- 
duction ) 

— (20A*— 27A+9)a*+(32*3— 7J*— I2i)a'— (8i'4-3A')^%^ 

39. Nous avons vu (Arith. n°* 99 et 117) comment on forme 
lé carré et le cube d'un nombre composé de dizaines et d'u<* 
tiités,*c'estià-dire de deux parties. L'Algèbre donne le riiétne 
résultat d'une manière générale, ainsi qu'il suit, a «t i re* 
présentant deux quantités quelconques :] 



a+b 

«*+ ab 

ab+b' 



a^-i-nab+b^ 



a*+^ab +b* 
a+b 

a^-^ià'b-hab* 

a}b-{-'2ab*+b^ 



a'+3a'*4-3a**+A^ 



Ainsi le carré de la somme de deux quantités contient le 
carré de la première y plus deux fois le produit de la première 
par la seconde^ plus le carré de la seconde. 
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De même le cube de la somme de deux parties contient le 
cube de la première ^ plus trois fois ie produit du carré de là 
première par la deuxième^ plus trois fois le produit de la pre^ 
mare par le carré de la deuxième , plus le cube de la deuxième. 

On formerait d'une manière analogue là quatrième pois* 
sance, et ainsi de suitf. ■ 

D'après cela , il est facile de vérifier si un trinôme ou un 
quadrinôme est le carré ou le cube d'un binôme, ce qui per- 
met alors de simplifier lés expressions et de trouver plus aisé- 
ment les résultats que Ton cherche. 

Il en est de même des deux exemples suivants : 



a— b 
a — b 



à^ — ab 






a-\-b 
a 



a*+ab 
— ab — 6* 

a^—b* 



D'après cela i^ le carré de la différence de deux quantités 
égale le carré de la première ^ moins deux fois le produit de là 
première par la seconde^ plus le carré de la seconde, 

a° Le produit de la somme de deux quantités par leur diffé- 
rence^ égale la différence des carrés. 

Réciproquement , la différence des carrés de deux quantités 
égale le produit de la somme par leur différence. 

Si donc on a, par exemple, à multiplier les deux polynômes 
5fl*i4-2flc^ 5a*i — 2ac, on remarque que le premier facteur 
étant la somme des deux quantités 5a'^, ^ac^ dont le second 
facteur est la* différence , le produit sera la différence de$ 
carrés. On aura donc 

(5a*i -h lac) (^a^b — 2ac)= 25a*i* — 4^^c^, 

4o. C'est ici le lieu de démontrer le théorème suivant ^ sup- 
posé tacitement par tous les auteurs, et qui est indispensabte 
pour les théories de la division et du plus grand commun di-^ 
viseur. 

Théorème. Deux polynômes qui doi^fent a^mir identiquement 
let mimes ^valeurs sont identiques, 

3. 
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Soient les polynômes A^'+Bo^+Gr-I-D, aa?+bx^+cx-^dj 
ordonnés par rapport aux puissances décroissantes d*une lettre 
commune a:, et qui doivent être égaux, quelque soit a:, les 
coefficients pouvant être d'ailleurs des monômes ou des poly- 
nômes. On doit avoir 

Aj?'+B^4-CLr4-D=ax^4-A^ + c-r+ d 

pour toute valeur de x. Remplaçant x par nx , il vient 
8 Aor^-h 4Ba;'4- aCo: + D = 8aar^ 4- 4*J^ -\-2ca:'i-d; 

retranchant ces égalités membre à membre^ et supprimant le 
facteur commun x^ on obtient 

y\x*'{'iBx+Cz=zyax^+ 3bx + c. 

Remplaçant encore x par 2Xj il vient 

aSAar* 4- 6Bx + C=28ax^ -^6bx -{-c. 

Retranchant de même les deux dernières égalités membre à 
membre, et supprimant le facteur commun x, on trouve 

2iAj:4-3B = 2ia^4-3i. 

Opérant encore de même, on obtient enfin 

aiA=aia, doù A=a. 

Supprimant alors les quantités égales ai Ar et2iax dans l'é- 
galité ci- dessus, il vient 38=: 3&, doùB = &; ainsi de suite, 
ce qui démontre le théorème énoncé. 

5 6. Division des monômes. Exposant zéro , exposants négatifs. 

4i. Nous avons dit (25) qu'en Algèbre la division est tout 
à fait analogue à la même opération en Arithmétique et qu'ainsi 
le quotient multiplié par le diviseur doit reproduire le divi- 
dende. En outre, nous avons déterminé le signe du quotient 
dans tous les cas. 

Si donc on veut diviser le monôme 2^a^b^c par le monôme 
ia^b^y la question se réduit à trouver une quantité qui, mul- 
tipliée par ia^b^y donne le produit ^^a^b^c. Il est clair que 
cette quantité ne peut être un polynôme, puisqu'en le multi- 
pliant par un monôme on aurait un polynôme. Le quotient 
étant donc un monôme, si Ion se reporte à la règle donnée (34) 
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pour la multiplication de deux monômes, on verra d abord que 
le coefficient a4 du dividende doit être le produit du coeffi- 
cient 8 du diviseur par celui du quotient ; donc ce dernier 

^^^ 'q'^^ '^* Ensuite le dividende doit contenir toutes les 

lettres qui entrent dans le diviseur et le quotient , chaque lettre 
commune, avec un exposant égal à la somme de ceux qu'elle a 
dans le diviseur et dans le quotient , et chaque lettre non com- 
mune, avec son exposant. D*après cela, l'exposant 5 de a, dans 
le dividende, égale l'exposant 3 de a dans le diviseur, plus l'ex- 
posant inconnu de dans le quotient, et par conséquent celui-ci 
égale 5 — 3 ou a. La lettre suivante i, ayant le même exposant 
dans le dividende et dans le diviseur, n'entre pas dans le 
quotient. Enfin la lettre c n'étant pas dans le diviseur, doit se 
trouver dans le quotient avec le même exposant qu elle a dans 
le dividende. On a donc 

De là on peut conclure la règle suivante, qu'on rend géné- 
rale au moyen de celle des signes donnée plus haut (2 5) : 

RÈGLE GÉNÉRALE. Pouv effectuer la division éCun monôme 
par un monôme ^ il faut diviser le coefficient du dividende par 
celui du diviseur^ ce qui donne le coefficient du quotient; écrire 
au quotient les lettres communes aux deux monômes y en don" 
nant a chacune pour exposant la différence entre les exposants 
de la même lettre dans le dividende et le diviseur^ et omettant 
les lettres qui sont affectées du même exposant dans les deux 
monômes ; écrire au quotient , avec leurs exposants , les lettres 
du dividende qui n^ entrent pas dans le diviseur; donner enfin au 
quotient le signe + ou le signe — , selon que le dividende et le 
diviseur ont le même signe ou des signes contraires. 

D'après cette règle on trouve 

— 3^irf* — a^bc 
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« 

42. Lursqu op multiplie ou qu on divise le dividende et le 
diyi$eur par une même quantité, le quotient ne change pas de 
val^lir. Car en nommant ^ le quotient de deux quantités quel- 

opnques a*et b, on aura t=?9 d'où a-=zbq; ovy si Ton multi- 
plie a et bq^ par une quantité quelconque Ai , on trouve 

am^=^bqmz=zç.bm^ d'où 7 — =.y, ou le quotient de V; 

Ainsi en divisant am par bm ou bien a par b^ pn a le même 
quotient q. 

43. La division des monômes n'est pas toujours possible, et 
lapplîcation de la règle ci- dessus peut faire constater les trois 
cas exceptionnels suivants : 

1® Si le coefficient du dividende n'est pas exactement divi- 
sible par le coefficient du diviseur, on ne peut effectuer la di- 
vision sans donner au quotient un coefficient fractionnaire; 
avec cette modification , le présent cas d'exception disparaît. 

2® Si le diviseur contient des lettres qui ne soient pas dans 
^e dividende, on ne peut trouver un monôme, qui, multiplié 
par le divisf^ur, reproduise le dividende. 

3^ Si une lettre a se trouve dans le diviseur avec un expo- 
sant plus fort que dans le dividende , la division ne peut s ei'«' 
fectuer ; car quelque monôme que Ton prenne pour quotient 9 
l'exposant de €iy dans le dividende, ne sera jamais égal à la somnie 
des ç^posaqts de a dans le diviseur et dans le quotient. 

44* Si Yon applique à la division des deux monômes a^ eta^^ 
Sorrmés de la même lettre avec des exposants égaux^ la partie 
de la règle relative au cas où ils sont inégaux , on trouve le 
quotient a"", qu'on n'a pas encore eu l'occasion ^e considérer^ 
Or, le véritable quotient doit être égal à l'unité , puisque toute 
quantité divisée par elle-même donne pour quotient i. Si donc 
on veut que la règle ci-dessus , qui suppose tacitement l'expo- 
sant de chaque lettre commune plus grand dans le dividende 
que dans le diviseur, s'applique encore au cas où ces exposants 
sont égaux, on se trouve naturellement conduit à convenir 
que l'expression a^ représentera l'unité, quel que soit a. 
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Cette valeur peut en quelque sorte se déduire de la notation 
des exposants ; en effet, on peut considérer a ' comme {équiva- 
lent de I .a.a^ de même a' ou a comme Téquivalent de i.a^ 
et par suite a"" comme l'équivalent de i. 

Ainsi, en général, —^ :=«*'= i. 

cl 

45. Lorsqu'on veut diviser a^par a*, dont l'exposant 4 ^^t 
plus fort que l'exposant 3 du dividende , on tombe dans le troi- 
sième cas d'impossibilité signalé plus haut (43) ; et si l'on ap- 
plique la règle donnée (4i)» oi* trouve le quotient û"~ * , expres- 
sion qu'on n'a pas encore eu l'occasion de considérer. Or, le 



I 



véritable quotient doit être —, puisqu'on peut(4a)9 sans altéra 



a 



le quotient , diviser le dividende et le diviseur par une même 
quantité, a^, par exemple, ce qui donne -^=-5 — =-• Si 

U Cl • €M> CXr 

donc on veut que la règle ordinaire, qui suppose tacitement 
l'exposant de chaque lettre commune plus grand dans le divi^ 
dende que dans le diviseur, s'applique aussi bien au cas où le 
second exposant est plus grand que le premier, on se trouve 

naturellement conduit à convenir que les expressions - et a"" 

doivent être regardées comme équivalentes. 
De même, si l'on divise a!^ par a'*+", on trouve 



or, — T-"= ou bien — , en divisant le dividende et le di- 






Viseur par a 
Donc, en général, a-^=-^. D'où il résulte que 

Toute quantité affectée if un exposant négatif égale F unité 
divisée par cette même quantité affectée du mime exposant^ 
mais positif 

46. Remarque. En admettant les exposapts négatifs , on faî( 
disparaître le dernier cas d'impossibilité de la division des mo* 
nomes. 
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Ainsi ,., , , ^z^a'^cr-^ rf-% 

car -a-»c-'rf-'.7a*è»£?3rf = 4a3iV\ 

7 

S 7. Dwision des polynômes. 

4y. Supposons d'abord qu'on ait à diviser un polynôme par 
un monôme, il est clair que le quotient sera un polynôme, et 
qu'en multipliant tous ses termes (36) par le monôme diviseur, 
on devra reproduire identiquement le polynôme dividende (4o); 
par conséquent, en divisant tous les termes de celui-ci par le 
diviseur, on obtiendra le quotient. 
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48. Soit maintenant un polynôme à diviser par un polynôme. 
Il résulte de la nature de la division et de la multiplication des 
polynômes, que le dividende supposé P est identiquement (4o) 
le produit du diviseur D par le quotient cherché Q, et que ce 
produit P est composé d'autant de produits partiels qu'il y a 
de termes au quolient. Ayant en outre ordonné le diviseur D 
et le quotient Q par rapport à une même lettre, le produit P 
s'est trouvé ordonné par rapport à la même lettre, et son pre- 
mier terme , la contenant avec le plus haut exposant qui égale 
la somme de ceux qu'elle a dans le premier terme de D et dans 
le premier terme de Q, n'a pu éprouver de réduction (37). Si 
donc , après avoir ordonné le dividende P et le diviseur D par 
rapport à une même lettre, on divise le premier terme de P 
par le premier terme de D , on aura nécessairement le premier 
terme du quotient; et en retranchant du dividende le produit 
de ce premier terme par tous les termes du diviseur, le reste 
ne contiendra plus que les termes résultant du produit du 
diviseur par les autres termes encore inconnus du quotient. 
Considérant ce reste , réduit et ordonné , comme un nouveau 
dividende, on raisonnera comme tout à l'heure, et en divisant 
son premier terme, qui contient la lettre principale avec le plus 
haut exposant y par le premier terme du diviseur, on aura le 



CALCUL ALGÉBRIQUE. 4^ 

second terme du quotient ; si donc on retranche du nouveau 
dividende le produit du diviseur par ce second terme du quo- 
tient, on aura un second reste qui ne contiendra plus que le 
produit du diviseur par les autres termes encore inconnus du 
quotient : ainsi de suite, jusqu a ce qu*on trouve zéro pour 
resfe; alors le quotient n a plus de terme à déterminer. 

Lorsqu'on n'ordonne pas les polynômes , le même raisonne- 
ment sert encore à trouver le quotient; on divise alors le terme 
du dividende où une lettre a le plus haut exposant par le terme 
du diviseur où la même lettre a aussi le plus haut exposant, 
ce qui donne le terme du quotient où elle a de même le plus 
haut exposant. Mais pour la facilité des calculs , on ordonne 
toujours les polynômes proposés par rapport à une même 
lettre , parce qu'alors le terme du plus haut exposant de cette 
lettre se trouve toujours le premier, non «seulement dans 
chaque polynôme, mais encore dans chacun des restes suc- 
cessifs , quand on fait les calculs en ordre. 

On trouverait également le quotient en considérant dans 
chaque polynôme les termes de plus petit exposant d'une même 
lettre, c^est-à-dire, le terme qui est le dernier dans chaque po- 
lynôme ordonné par rapport à elle , car on a vu que ce terme 
ne subit pas non plus de réduction (87). 

De là résulte la règle suivante : 

Règlb GENERALE. Pour effectuer la division de deux pofy' 
nomes, il faut, après Us as>oir ordonnés par rappoH à une 
même lettre^ diviser le premier terme du dividende par le pre- 
mier terme du diviseur y ce qui donne le premier terme du quo- 
tient; retrancher du dividende le produit du diviseur par ce 
premier terme ^ et diviser le premier terme du reste ordonné de 
mêmej par le premier terme du diviseur, ce qui donne le deuxième 
terme du quotient, ainsi de suite; F ensemble des termes ainsi 
obtenus sera le quotient. 

49. Soit, par exemple, le polynôme 

à diviser par ai " -f- 4a* — 3at. 

On ordonne ces polynômes par rapport aux exposants dé- 



i^ division partielle 



- 


— 3a*+2a'^ 


a*+ b 


+3a*i — 2ab 
— 3a*i+2ai 
o o 
— ga^b+6ab 3a* — aa 




-{-ga^b — 6a b 


—U 



Si le dividende avait 2 , 3,« . . termes de plus que le diviseur, 
on abaisserait à la droite de chaque reste, comme en Arithmé- 
tique , seulement les termes du dividende nécessaires pour for- 
mer chaque dividende partiel. 

5i. Dans le cas où le diviseur ne contiendrait pas la lettre a, 
qu'il convient de choisir pour ordonner le dividende, on ob- 
tiendra le quotient en divisant séparément chaque polynôme 
coeflicient de a dans le dividende par le polynôme diviseur, 
multipliant les quotients partiels par les puissances respectives 
de a , et faisant la somme des produits; ce cas est tout à fait 
analogue à celui de la division d un polynôme par un monôme. 

52. La division des polynômes n*est pas toujours possible. 
On reconnaît qu'elle ne peut s'effectuer entièrement, lorsque 
dans le cours de ropératîou, on parvient à un reste dont le pre- 
mier terme contient la lettre par rapport à laquelle on a or- 
donné , avec un exposant moindre que celui de la même lettre 
dans le premier terme du diviseur. Car alors, quel que soit le 
terme qu'on mette au quotient, son produit par le premier 
terme du diviseur ne pourra jamais reproduire le premier terme 
du reste. On peut alors , comme en Arithmétique, compléter le 
quotient en ajoutant à la partie trouvée une expression que l'on 
forme en indiquant la division du dernier reste par le diviseur. 

Soit, par exemple, a^ — 3a'i + 6aA' — aè^, à diviser par 
a* — 3aA + i*, on opérera comme il suit : 



a^—3a*b+6ab*—2b 

— a^+3g*&— a&* 

+5aA* — 2*^ 



a 
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Uexposant de a étant i dans le premier terme du reste , tan. 
dis qu'il est 2 dans le premier terme du diviseur^ lopération 
ne peut être poussée plus loin ; alors on a 

, . , Sab'—2d' 

et le quotient total est a H s— î — r-* 

^ a^ — 3a*-|-i* 

53. Quand on admet les exposants négatifs, la division peut 
souvent s'effectuer entièrement, quoique le premier terme 
d'un reste contienne la lettre principale avec un exposant plus 
petit que dans le premier terme du diviseur, et alors il faut une 
autre considération pour reconnaître quand elle est impossible. 
Dans ce cas , on est certain que la division ne peut s effectuer, 
si, après avoir ordonné les deux polynômes par rapport à une 
même lettre , et commencé lopération comme à l'ordinaire, on 
arrive à mettre au quotient un terme contenant la lettre prin- 
cipale avec un exposant moindre que la différence des expo- 
sants de cette lettre dans le dernier terme du dividende 
et du diviseur. En effet , nous avons vu (Sy et 48) que le der- 
nier terme du dividende provient, sans réduction, de la mul- 
tiplication du dernier terme du diviseur par le dernier terme 
du quotient , et que , par conséquent , en divisant le dernier 
terme du dividende par le dernier terme du diviseur, on doit 
obtenir le dernier terme du quotient, c'est-à-dire, le terme où 
la lettre principale a le plus faible exposant. 

Le même raisonnement s'applique exactement au cas où Ton 
n admet que les exposants positifs , et suffit pour faire recon- 
naître immédiatement l'impossibilité d'une division. 

En général , si l'on a le polynôme 

à diviser par A V+ B'a»-' + C'a"-* +.... + SV, 

où les lettres A, A.',.... représentent des coefficients quel- 
conques de la lettre principale, et où les lettres S et S' repré- 
sentent ceux des derniers termes , on reconnaîtra que la divi- 
sion ne peut se terminer si les opérations successives conduisent 
à mettre au quotient un terme de la forme 'RaT'^^ ; car le pro- 
duit de ce terme R«''^-' par le dernier terme S'a* du diviseur, 
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étant RS'a'^', ne peut se trouver dans lé dividende ou le plus 
petit exposant de a est p. 

Les points intermédiaires, écrits dans un polynôme, indiquent 
des termes soiis-entenduê et soumis à la même loi que les pré- 
cédents. 

La considération des exposants négatifs ne change absolu- 
ment rien aux raisonnements , d'où Ton a déduit la règle gé- 
nérale de la division des polyno^les. Le qvoiient doit toujours 
être tel que, multiplié par le diviseur, il reproduise le divi** 
dende, 

54» Avant de commencer la division de deux polynômes, il 
faut examiner attentivement chacune des lettres communes auij 
^eux polynômes prppo;5és9 ^ ^^t seulement pour Tune 4*elleS| 
l^s termes du dividende et du diviseur* qui la contiennent ave< 
le plus haut exposanjt (ou ^ussi avec Le plus bas), ne sont pa^ 
divisibles Tun par l'autre par suite de la présence de plusieun 
lettres dans le terme dp diviseur, il est certain que la divisioi 
des deux polynômes ne pourra s effectuer. La même considé 
ration s'applique aussi à la division des dividendes partiels suc 
/çfçssifis p^r le diviseur. 

55. 3i l'ofî av^it ordonné les deux polynômes proposés pa 
rapport aux puissances ascendantes d'une lettre, les division 
successives pourraient toujours s'effectuer exactement, san 
cependant faire parvenir à un reste nul. Dans ce cas , le ra^ 
sonnement employé ci-dessus (53) montre que la division es 
impossible , lorsqu'on ei^t amené dans le cours de l'opération 
mettre au quotient un tferme où la lettre principale à un exp< 
saut plus fort que la différence des exposants 4e la même letti 
dans le dernier terme du dividende et du diviseur; car j 
quotient de ces deux derniers termes doit donner le dernii 
terme du quotient. 
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En Yoici un exemple : 

I — ix+x* 
— I + ao: 
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2a: 



I +07+3^+ etc. 



— j; 4- a j?* 

— 3ar*+6^ 

etc. 
Le quétient peat se rept*ésenter par 
3jr* 



l-f-ar-h 



2j; 



ou par 1 -f-«-i-3ar*-|- 



6ar* 



aj; 



etc. 



56. Proposons-nous de déterminer les relations qui doivent 
exister entre les coefficients des polynômes;):' — pûf-k-qx — r 
et X — /7t, pour que la division du premier par le second 
paisse s effectuer exactement. Uopération se dispose à l'ordi- 
oaire comme il suit : 

a^ — px^+qx — r x 



•+-IÎI 



-m 



—P 



4-wt' 
— pm 



X 



— pm 



— pm* 
+qm 
— r 

On ne peut pas pousser plus loin la division , puisque le resté 
8e contient plus x; et si l'on Veut qu'elle s'effectue exactement^ 
il iaut nécessairement que le reste soit nul, c'est-à-dire qu'oii 
81 m* — pm^-i-qm — r=o. Or, si l'on examine le premieir 
tome de chacun des restes successifs, on trouve que ces pre* 
^ers termes sont soumis à la loi suivante : 

Le premier terme Çm—p) a? du premier reste se forme du 
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premier terme a? du dividende en le multipliant par m, ajou- 
tant au produit le terme — px^ du dividende où or a le même 
exposant a , et divisant ensuite par x. 

De même le premier terme (/w* — pm+q) x du second reste 
se forme du terme (/ti — /?) j;^ en le multipliant par m , ajoutant 
au produit le terme + ([x de même exposant dans le dividende, 
et divisant par x ^ ainsi de suite. 

Il est facile de voir que cette loi est générale, et que si Ton 
divise par^r — m un polynôme quelconque 

le premier terme de chaque reste se formera toujours du pre- 
mier terme du reste précédent, en le multipliant par /ti, ajoutant 
le terme du dividende où « a le même exposant, et divisant 
par x. D'où il résulte qu au moment où la division s'arrêtera , 
parce que le reste ne contiendra plus Xy ce reste, qui alors 
sera comme réduit à son premier terme par rapport à x^ sera 

/w" — piv^^ 4- qnf^ — . . . — um + v, 

lequel devra être réduit à zéro pour que la division puisse s'ef- 
fectuer exactement, c'est-à-dire qu'on devra avoir 

/w" — /i/n"""' + y/»""* — . • . — um -h 'z; = o. 

Or ce polynôme est précisément le dividende où l'on a rem- 
placé X par m. 

De là résulte ce principe remarquable, et dont nous ferons 
un grand usage dans la suite : 

Toute quantité xn^ qui^ mise a la place de x dans un polynôme 
x" + px"~' + qx"~* + ctc.y le rend égal a zéro , est telle que le 
polynôme peut se disfiser exactement par x — m. 

Il est à remarquer que les quotients partiels successifs, c'est- 
à-dire, les termes successifs du quotient total, suivent entre eux 
la même loi que les premiers termes des restes successifs, et 
se déduiraient chacun du terme précédent de la même manière. 
Il ne peut d'ailleurs en être autrement, puisque les ternies 
successifs du quotient s'obtiennent en divisant le premier terme 
des restes successifs par x. 

5^. Terminons par un autre exemple également remarqua- 
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Me, que fournit la division du binôme af — a" par le binôme 
x^a^ m étant un nombre entier positif quelconque. 

On aura af" — a" 



X — a 



ar^^+aar^^-^^n . . . + « 






On voit que chaque reste , ou plutôt chaque dividende suc- 
cessif, ne contient que deux termes dont le second est inva- 
riablement le second terme du dividende , et dont le premier se 
déduit du premier terme du reste précédent en le multipliant 
par a et le divisant par or; de sorte qu a chaque nouveau reste, 
Texposant de a croissant de i^ tandis que celui de a: diminue 
de I, leur somme est constante : or comme m est un nombre 
entier positif, il arrivera nécessairement un moment où^Texpo- 
sant de a devenant niy celui de a: sera zéro, et par conséquent le 
premier terme de ce reste sera a"*a:'' ou a"*. Mais alors le reste 
total c^-^cC^ est nul : ainsi la division se terminera toujours. 

On peut encore vérifier Texactitude du quotient en le multi- 
pliant par X — a; car alors le produit donne 

a* + aaf^'^-\'a^jr^^ + + ûr"'a: 

'-^aar-''^ — a^sr^--^ — a^'j5~a'", 

qui devient af^ — a"* par la réduction. 
Si«=;i, on a -=^0^^^ -^^ af^^ -\- . . .-i-ar+i. 



0?' 



S 8. Fractions algébriques. 

58. Les mots fraction, numérateur^ dénominateur^ ont ici la 

même acception qu'en Arithmétique (Voy. notre Cours, n® 5o), 

Lorsque la division de deux quantités quelconques ne s'effectue 

pas entièrement, on complète le quotient en lui ajoutant une 

M. Algèbre. 4 
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entiers et leur réduction en fraction d'un dénominateur donné. 
4^ Il en est encore de même pour la multiplication et la di- 
vision. Car en représentant par p ex q les valeurs de deux frac- 

a c a c , 

tions quelconques T 9 -j t ^^ ^ P ^^h^ y =-^, et, par consé- 
quent, pb=.a^ qdz=.c. Multipliant ces deux équations, mem- 
bre à membre, il vient pb.qdz=ia.c^ ou bien pq,bd:=iac ^ 

. ca 

qui donne pq = ^, 

Donc le produit de deux fractions s* obtient en divisant lepro-- 
duit des numérateurs par celui des dénominateurs (Arith,, n** 68 J. 

a c 

Soit maintenant y à diviser par -^; réduisant au même dé- 
nominateur et multipliant ensuite les deux termes parle dé- 
nominateur commun, il vient 

a ad 

b bd ad ad 

c bc bc b c 

d bd 
Donc le quotient de deux fractions s^ obtient en multipliant 
la fraction dividende par la fraction diviseur renversée (Voy. 
notre Arith., n® 72). 

Les entiers, étant toujours censés avoir Tunité pour déno- 
minateur, sont compris dans ces deux règles. 

60. On fera bien de s'exercer sur les exemples suivants : 



I» 



6ab /^c + d d\ ab . 

3^^^" Kl 3J~T' 



a»— I 



2^ 



4a' à" 



3a* + 3 6a' 



na^ 



/" 6a \ fbj-c _ c\ 
\^b — cj\ 3 ~ V a 

b — a b 

i+ba 



ab — a' 
I — 



i-^-ia 
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6t. Les exposants négatifs (45) permettent souvent de mettre 
les fractions sous la forme de quantités entières, ce qui facilite 
les opérations. Ainsi 



min 



a'^h 



cfblé 



P=a'»-''i»-^c-'. 



CHAPITRE II. 

ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 



SECTION PREMIERE. 

ÉQUATIONS DU PREMIER DIGRÉ A UNE INCONNUE. 



S I. Principes généraux, 

62. Nous ayons TU (6 — 11) que certaines questions peu- 
Tent être traitées d'une manière algébrique, et que leur solu- 
tion se compose de deux parties bien distinctes : lune la 
mise en équation , pour laquelle il ne peut y avoir de règle 
précise; Tautre la résolution des équations ^ où l'on peut ar- 
river par des procédés mathématiques. 

En général, résoudre une ou plusieurs équations d'un degré 
quelconque à une ou à plusieurs inconnues, c'est déterminer^ 
pour ces inconnues, toutes les valeurs, qui, mises à leur place 
dans les équations, rendent le premier membre égal au second. 
Quand on effectue , après la substitution , toutes les opérations 
indiquées , et que les deux membres de chaque équation sont 
égaux, on obtient alors des identités (i3), et Ton dit que les 
équations sont satisfaites, 

63. Voici maintenant deux principes utiles dans la résolution 
des équations de tous les degrés , ^t suffisants , par les con- 
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séquences qu pn en Réduit , pour résoudre celles du premier 
degré. 

I® On peut ^ sans altérer les Dateurs des inconnues^ ajouter 
une même quantité aux deux membres d^nne équation y ou l'en 
retrancher. 

Il est clair que les valeurs des inconnues , qui satisfont à 
Tune, satisferont à l'autre. 

D'où il résulte qu'on peut transposer un terme d'un membre 
de r équation dans l'autre ^ en V écrivant dans celui-ci avec un 
signe contraire a celui qu'il avait d^ abord. Car cela se réduit à 
ajouter aux deux membres le même terme pris avec un signe 
contraire. 

2** On peut, sans altérer les valeurs des inconnues , multiplier 
ou diviser les deux membres d'une équation par une mêmequan-- 
tité indépendante des inconnues. La raison en est la même que 
dans le cas ci-dessus. 

11 est clair que la quantité, par laquelle on multiplie les 
deux membres, ne peut être ni nulle, ni infinie. En outre, si 
elle contenait l'inconnue, le principe pourrait ne plus être 
exact. Car si l'on 9, par exemple, l'équation ^x — 2 = i, et 
qu'on multiplie les deux membres par x — i, il viendra l'é- 
quation 

(4^ — 2) {x — \)=z6{x — 1), 

qui est satisfaite par a;=i ; or, cette valeur de x ne satisfait 
pas à l'équation primitive. 

Si l'on multiplie les deux membres d'une équation par — i, 
tous ses termes changeront de signe. On peut donc leur faire 
subir ce changement, qui revient d'ailleurs à transposer tous 
les termes d'un membre dans l'autre. On peut encore mettre 
tous les termes d'une équation dans un seul membre, ou bien 
aussi dans un membre tous les termes renfermant l'inconnue, 
et dans l'autre les termes tout connus. 

64* Il résulte du même principe qu'on peut faire dispa* 
raître tous les dénominateurs qui se trouvent dans les termes 
d'une équation. Car il suffit pour cela de multiplier les deux 
mçmbres par une même quantité divisible par chaque déno^ 
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tninatenr, et quon prend, pour être ia plus simple possible, 
égale à leur plus petit commun dividende (5g) ; alors toutes 
les (liTisions indiquées doivent se faire exactement. Mais on 
simplifie lopëration en ne multipliant les numérateurs des 
rennes fractionnaires que par les quotients du plus petit com- 
mun dividende successivement divisé par leurs dénominateurs 
respectifs^ absolument comme pour réduire des fractions au 
même dénominateur {5g). 

De là se déduit la règle suivante : 

Règle générale. Pour faire disparaître tous les dénomi^ 
nateurs d'une équation^ il faut multiplier tous les termes entiers 
par le plus petit commun dividende de tous les dénominateurs , 
elle numérateur de chaque terme fractionnaire par le quotient 
à ce plus petit commun dividende par le dénominateur du 
même terme, 

i^Soit l'équation — - + c = -r- -4- -rr-; comme dans ce cas le 

b do 

produit des trois dénominateurs é, <^, 5, est en même temps 

leur plus petit commun dividende, il faut multiplier les termes 

entiers par Sirf, et chaque numérateur par le produit des deux 

dénominateurs autres que le sien ; ce qui donne 

Sada: + 5bcd= i5bc+ zbdx. 



^ . ax a . ex 



2 Soit ^-j rrp zn rf + -— -. Le plus petit commun divi- 

*jC I *}0 C £L0C 

dende est 3.4«5iV ou 6oftV, et, d'après la règle ci- dessus, 
I équation proposée deviendra 

noab^x — ^ac = 6oiVrf+ 1 5bcex, 
S 2. Résolution des équations du premier degré a une inconnue. 

65. Appliquons les principes précédents à la résolution des 
équations du premier degré à une inconnue, et prenons d'abord 
des équations numériques. 

Soit l'équation Zx — 24 = ^8 — ^; en transposant — 4* 
dans le premier membre, et — a4 dans le second, il vient 

Zx+ ^xz=. 184-24 ou 70:= 4^5 
ftcn divisant les deux membres par 7, on trouve j?=6. 
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Ce résultat nous apprend que l'inconnue a: a6 pour valeur. 
Car les trois équations successivement déduites de l'équation | 
proposée, d'après les principes exposés plus haut (63) , doivent 
avoir la même valeur de 37 que la première. En outre, il est 
clair que la dernière :r=r;6 est satisfaite ou devient une iden- 
tité, lorsqu'on substitue 6 à la place de x, et que tout autre 
nombre plus grand ou plus petit que 6 ne rendrait pas cette 
équation identique. 

yériflcation. Pour s'assurer de l'exactitude des calculs, on 
remplace l'inconnue x par 6 dans l'équation proposée, et l'on 
voit si , en effectuant les opérations indiquées , on obtient une 
identité. La substitution donne successivement 

3.6—34=18—4.6, 
18—24=18—14, 
— 6=—6. 
La valeur de l'inconnue est donc 6. 
^. Soit encore l'équation ^ — 1. 

Le plus petit commun dividende des trois dénominateurs 
est 34» et l'on trouve successivement 

iox—i6=gx — 24, 
lox' — 9jr^i6 — 24, 

Employant le même raisonnement que ci-dessus, on verra 
que la valeur de l'inconnue est la quantité négative — 8. 

Vérification. Mettant — 8 à la place de x dans l'équation, 
on a successivement 

5-(-8) î 




16 7a 24 

" 24 ~ "~ 24 "" â4' 
_9^ — _?^ 
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67. Prenons maintenant Téquation littérale suivante, <{ui 
est un peu plus compliquée : 



+ 4b = 



a — b 3a + i à" — b 



Comme a^-^b* se décompose en (a+i) (a — i), le plus petit 
commun dividende de tous les dénominateurs sera 

{a' — b*) (3^ + *). 

ilors la règle prescrite donne 

a{a+b) (3a4-*)^4-4&(a*— **; (3a+i) = 
ax {a^—b') —b (3a+ft). 

Effectuant les multiplications indiquées , il vient 

(3a^ + ia'b + ab") x + 1 ^a^b — i lab^ + 4^*6* — 4** = 

c^x — ab^x — 3ai — b^ , 

011^ en transposant les termes en x dans le premier membre, 
ff/es termes sans x dans le second, 

Nuisant on trouve 
(2a34-4a23_|- art*»)3?=: — iafl3^ — 4a>6* + 3(46> — x)û*— (i — 4*0*% 

_ — I aa^^ — 4fl'&» + 3(4^'— 1>& — (i — 4&')^' 

68. On peut déduire des raisonnements et des exemples 
J^fécédents la règle suivante : 

Bbgle générale. Pour résoudre une équation du premier 
^^i a une inconnue , il faut i^ effectuer toutes lés opérations 
^quées ; ^ faire disparaître tous les dénominateurs lorsquHl 
*'(ti trouve^ en cherchant^ comme on Va expliqué^ leur plus 
W commun dii^idende ; 3" transposer dans le premier membre 
^ termes dont V inconnue fait partie , et dans le second les 
^ qui en sont indépendants ; 4° mettre le premier membre 
^ la forme eTun produit dont r inconnue soit F un des fac* 
^j et diviser les deux membres par V autre facteur qui est le 
'Skient de Vinconnue, 



i 



^ 



5 3. Discussion de l'équation du premier degréa une inconnue. 

Symboles —, -. 
■^ o ' o 

G^. Toiile équation du premier degré à une inconnue peut 
se ramener à la forme axi:= b. Car après avoir , d'après la règle 
précédente, réuni dans le premier membre tous les tei-mes 
contenant l'inconnue, et dans le second tous ceux qui en sont 
indépendants, on peut représenter par a la somme des quan- 
tités qui multiplient l'inconnue , et par b le deuxième membre, 

ce qui donne ax^b^ d'où jr=-. 

D'abord l'équation ax^b n'a qu'une solution; car soit;; 
=m, on aura am^b , et si l'on représente par ±t/la quan- 
tité qu'il faut ajouter à m pour avoir les autres valeurs de^, 
on aura de vaèmaam±ad^b; mais on a déjà a/n:^i, donc 
±(w/=:o, et puisque a n'est pas nul, il en résulte queini 
^o. Donc il n'y a qu'une seule valeur de x qui puisse satis- 
faire à l'équation. 

i" Si û et 6 sont de même signe , la valeur de x, qui égalf 
leur quotient, sera positive, et satisfera naturellement à le' 
quation, ainsi qu'aux conditions de la question dont celle -C 
n'est que la traduction algébrique. Il peut arriver cependan' 
qu'outre ces conditions le problème en contienne d'autres ex 
primées ou sous-entendues, non susceptibles d'être introduite " 
dans l'équation. Alors la solution trouvée pourrait ne pi 
satisfaire à ces dernières conditions. Dans ce cas, le problèmi ' 
tel qu'il a été proposé, sera complètement impossible. !' 

La question suivante en offre un exemple : 

Un berger à qui l'on demande combien il a de moutons, r"' 
pond: J'ai mis le tiers de mon troupeau dans un pré, un qua ' 
le long de la grande route, et 3 malades sont restés au pan' 
de combien de moutons se compose te troupeau? '* 

L'équation du problème est ''<■ 

-4-Tr+3z=a:, ou 3^ + 4^-1-12. 3:=iaar, d'où x:=^-='^ 
Le problème est évidemment Impossible. ' 
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a° Si A et i sont de signes contraires, la valeur de l'in- 
connue sera négative , et quoiqu'elle satisfasse toujours à Té- 
quation^ souvent il n'en sera pas de même par rapport à la 
question dont elle devra faire modifier l'énoncé ou les con« 
ditions. 

Par exemple, a et i représentant des nombres , si a est po- 

sitif et b négatif, l'équation devient aa:=: — i, d'où x=: ; 

substituant — - au lieu de x dans l'équation , il vient 

a 

a, ==: — A , d'où résulte l'identité — - = , et par 

a a a ^ 

conséquent la preuve que est bien la valeur de x. 

Or, de l'équation ax=^ — è, on tire «^4- i = o, qui est la 
traduction algébrique de la question suivante : trouver un 
nombre tel qiCen le multipliant par le nombre a , et ajoutant 
au produit le nombre b , la somme soit nulle. Il est évident 
que la question est absurde ; aussi la valeur négative de 
Vinconnue avertit que le problème est impossible dans le 
sens de son énoncé; et comme, en outre, elle rend le pro- 
duit ax négatif, elle montre par là qu'on doit , non ajouter 
ce produit au nombre 6 , mais l'en retrancher, et par 
conséquent changer l'énoncé de la question en cet autre : 
trouifer un nombre tel qu^en retranchant son produit par un 
nombre donné a d*un autre nombre donné b , la différence soit 
nulle ^ ou, ce qui revient au même, troui^er un nombre dont le 
produit par le nombre a soit égal au nombre b. Ce nouvel énoncé 
contient, sans altération, les mêmes quantités aexb que l'é- 
noncé primitif; mais le produit de a par l'inconnue, qui était 
cî'abord désigné comme devant être ajouté , a été indiqué à 
retrancher. Le second énoncé conduite l'équation b-^^ax^=.Oy 
ou axz=:b^ qui donne toujours pour x la même valeur ab- 

solue - , mais prise positivement y et cette valeur positive sa- 
tisfait à la fois à l'équation et aux conditions exprimées par le 
ï»ouvel énoncé. 
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D*ailleurs il est clair que si Toti substitue à x dans 1 équation 

du premier énoncé la valeur négative , on aura exactement 

le même résultat que si Ton remplace d'abord a: par — x , et 
qu'on substitue ensuite à la place de x la valeur + -• _ 5 1 

Airmj en^éâérai , lorsqu o l ' ttioncé d'un problème veut que- ; 
l'incofi^ue ^Jsoit positive, eti«M l'équation conduit aune va-= 
leur i^ativ^ oài doit regarderjR problème comme impossible 
dans K sens Se ion iénoncé. AÏWs, pour le rectifier^ on_jen|-7 
place ^au^ ^q^ation , a: par^^^—jr, ce qui change le^igiie dès- 
terme£^iÎ!«énG*e fincpnnue , eETon i^di£e Ténoilcé dé màûiière. 
à y in^^iri l|s^èctificatioiis^aéc0§sitéf s par te changcjneat 
de si g&T^ ftfe 15n(ègr|be dans l'équation ,«^an s alté^-er gl)i^ efi-:^ 
tendujejï^qi£an|iiés donnée^^T^ ^ sF ra^pr<^haÂt 1er plus 
possibïSdaràiolifiéltorimitif.*^ *^' S< -^ ^ ^ :f 

Id i>ou$^a^n$ 91^6 à j^sseîîrie iipg)t «p g^érdl, parce qu'île 
peut%mvd^ cm'i^ feifle , 5our ^JTOuckie une (gestion ^^faire uxjae -] 
cert^iti! ^ppbsâi§nL D^ cf^Aft^, u v^ui;. né^ati^ d^Fin- ^ 
coniguCiu^qQe ^rni^air|menCiipIoi|^oiK n0i cl^n^r lè^sen^ ^ 
de rânû:Oc'e'dj^ l^c^ttstion, m)M*iif)rQ^dro ei^en^ cg^ traire la J 
suppo^^bâ]^ f^it^ fOfiT la mis^jSri éguaQ)nj^e^romèm£ des ] 
courri^ (&,i^f^^\me applic^^^n ^m|^quable^e^tte^ ol^ 
servatiftB. C î=) » *, b«M 5 ^ -. ^ - ^ 

Cettëtl^r^ aes ï olutions Jïjggptives est parfaRen^nt d*ac*i 
cord atap l^iDai^èré dont no^g^^vons envisagé Tes ^uai^itéf 
négative (n^ ]^ ^ SI ivants). ^^\ ^ ^ 

70. {li[sson^ sl^x c is où luif^^les quantités a et 6 devient 
nulle, QDsuppsscS) s d'abord £)ap; la valeur J7==- devient^ 

a;=-=o. Suliâtinianl; à j: cette valeur dans l'équation ax=zOy'^ 

il vient a. 0=0, ou 0=0; ainsi la solution ^=0 satisfait à 
l'équation , et, en général, aux conditions du problème , sauf les 
cas d'exception signalés plus haut (69, i°). 

Si , par exemple , on cherche quelle somme on doit à 
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quelqu'un après certaines opérations de commerce , et qu on 
trouve j:^o, cela signifie qu'on ne doit rien. 
71. Supposons maintenant a=:o. La valeur de l'inconnue 

h h 

j=-devient a:=-, et l'équation aa? = i devient o.;r=i, 

qui est la traduction algébrique de la^poesti^ s^ifagt^ ttrouver 
jUte quantité telle qu'en la multiplian^af<:^rOyilë'^(Mtàt égale 
JÙie quantité donnée h. Le problème âst evUémn^at^impos- 

■jible, et la valeur dellnconnue - , cpjLOU dédiut^êl^^ation, 

^di|ue cette ins2M>ssibîlité. • '^ .^ < - § ;i 

- En généfal ^ l^ sqiyon 5t mis tin problêmÊ [en ^mâion, et 

' queia valefûr dte^'inconmie se prés€àite soi» Si^c^â -, cela 
*^*' \ ^ rsi ^. r^ ."^ -^ ~ r - - :; r ' .. c ^' o 

^tnoittrê^qu;^ le^{9oUèmenies|tin^osQbl&^ èt=ii^tgp»s suscep- 
•uibË dé ^utihii. C^ei^^ai^ <Mte'valai£dell£t^Qne-peut, 

r^ans isertsâns cas , £ô}iriîîr làie ^sorie^dê ^^o^^ ji Ja question 

pr<M)osee. ^^ -^ t 5 ^ i: c= -■>-::-. 5r ~ 

^ En^ffe^, cqo^evQ&s (^'aulieu cfe /i9re,?dài9T^uation ci* 
^de»u9} tcâit d^ cMp d ft— i ^, on lâ^^Ç^À^^^^'^^"^^^^ 

pateurs dëplu^Sèn ^s j^tiffcs jjpar^^înglf, ^^^g;- 

. al^s les i23LleuiP«-coi|^sp^dantes déi^'sèr^iâ: îc^^ioÂ, 10006,.. 
Mç' sorte qui^fimia feir obfeniF-gour ^^lûif^aleur aussi 
^ grande qu'oiAè v«yjdrà'r II suit d| faiqâgfagr&Sable valeur 
"de:r, si elle pouto^t exister, d^Ba|î~itF^gli^*|g[rande que 
* toute quantité assS^able. C'est ^ ^lEÇ?^ ®&ûî^ d'une ma- 
^nière abrégée, en disant que le^t^i^isiâ^^Rpeg quantité di- 
visée par zéro est infiniment graM^^di^&^ \à^ijî\ ou son 
symbole est donc le dernier étèt<|[@iSe^ ^&d^r qui croît 
indéfiniment; on est convenu de fè4r€|>^#$^^& le signe 00 . 
Lorsque la solution d'un problème dépend d'une construc- 
tion géométrique, il arrive souvent que la valeur infinie de 
'inconnue correspond à une construction déterminée. Si, gar 
«xemple, étant donnés une droite AB, un point A sur AB, et 
un point C hors de AB , la distance d'un point inconnu R de 



' 1000' 
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AB au point A doit être dëterniinée par Tintersection de AB 
avec une droite menée par le point C, il est clair que plus 
Tangle des deux droites diminuera , plus leur point de rencontre 
R s'éloignera , et par conséquent plus la distance du point R 
au point A augmentera ; si l'angle des deux droites devient 
plus petit que toute quantité donnée ou bien nul ^ la distance 
AR deviendra pins grande que toute quantité donnée ou infi- 
nie , c'est-à-dire que les droites ne se rencontreront plus et 
seront par conséquent parallèles. Ce cas est indiqué par la va- 
leur de l'inconnue qui se présente sous la forme— symbole de 

rmfini , et indique que la droite GR doit alors être menée par. 
le point G parallèlement à la droite AB. De même lorsqu'un 
angle est déterminé par sa tangente, et que l'on trouve pour 
eelle-ci une valeur infinie, cela signifie que l'angle est droit. 

y 2. Dans ce qui précède, on n'a considéré la valeur sca^" 

que d'une manière absolue , c'est-à-dire, sans avoir égard au 
signe dont elle pouvait être affectée. Or, cette valeur infinie 
peut être considérée comme positive , comme négative , ou 
Gomme pouvant être indifféremment positive ou négative , ce 
qu'on indique respectivement par +00 , — 00 ,±00 . 

Si, par exemple, la quantité a était d^abord: de la forme 
{m. — /t)', expression rendue nulle par la supposition de m^/z, 
alors la valeur de a: était donnée par l'équation 



(m — nf ' 

or^ quel que soît le signe des quantités m et n , si & est positif, 
cm aura toujours ^=-|- 00 , ou l'infim positif, et si b est né- 
gatif, on aura de même xz=. — 00 , ou l'infini négatif. 

Mais si la quantité a, au lieu de représenter l'expression 

(m — nf. représentait seulement m — /i, on aurait j:= . 

Alors b etm étant des quantités constantes et positives , si l'on 

fait m=.n ^ il vient x=z—. Or, ici la valeur infinie de l'incon- 
' 
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nue peut être positive ou négative^ selon que la quantité n était 
d'abord plus petite ou plus grande que m, et lui est devenue 
égale en recevant des valeurs croissantes ou décroissantes , ce 
(pii donnait à Tinconnue des valeurs croissantes, mais posi- 
tives dans le premier cas, et négatives dans le second. C'est 
pour cela qu'on indique cette double circonstance en écrivant 

j3. Supposons maintenant que dans Téquation ax=:^b on 
ait fl = oo , la valeur de Tinconnue sera donnée par a: = — . 

00 

Pour voir ce que peut signifier une telle expression y il faut se 
rappeler qu'une fraction prenant des valeurs de plus en plus 
petites , à mesure que son dénominateur augmente, si le dé- 
nominateur devient plus grand que toute quantité donnée, 
cest*à*dire infini , la fraction deviendra plus petite que toute 

quantité donnée , c'est-à-dire zéro. Donc — = o. 

Ce résultat montre que le problème est impossible. En effet , 
léquation devient alors oo . j: = i; or, on ne peut trouver une 
quantité teUe , qu'en la multipliant par l'infini , le produit soit 
une quantité finie. 

De même si a = — ao , on a xr=i — o. Le signe -4- ou — , mis 
devant o, indique si la valeur nulle de Tincorinue provient 
d'une quantité positive ou négative décroissant jusqu'à o. 

74- Supposons enfin qu'on ait à la fois «= o , i = o ; l'équa- 
tion x=- devient ^=-, Or, par quelque nombre que Ton 

multiplie zéro, le quotient est toujours égal à zéro-y doae l'in- 
connue peut recevoir telle valeur qu'on voudra lui donner, et 
par conséquent le problème est indéterminé. En effet, si Y on. 
fait les mêmes suppositions dans l'équation ax^=.by on trouve 
o.x=09 9^^ ^^^ '^ traduction algébrique de la question sui* 
Taote : trouver iin.^ quantité telle qvken la multipliant par zéro, 
U produit soit zéro. Il est bien clair que toutes les quantités 
possibles satisfont à la question, qui est par conséquent indé- 
terminée , comme l'indique en effet la valeur - de l'inconnue. 
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75. Il est encore d.*autres signes auxquels on reconnaît qu'un 
problème est indéterminé. Supposons que a et b représentent 

des quantités fractionnaires , et quon ait; par exemple, a= — , 



m 



b=:- j m et n étant des quantités entières. Le calcul donne 

I 

a:=-, ou x=zb.-. ou enfin 0?=- =—. Or quand a et A 
a a I /i * 

m 

deviennent nuls, la valeur j:=:- devient ^ = — et la valeur 

a o 

a:=i. -devient a:=.o.coi mais comme de azzz— et i=— , 
a m n^ 

on tire w = — , nz=ZY^ expressions qui deviennent infinies 



quand a et b sont nuls , la valeur x=l — devient alors ;r=z=~. . 
Ces trois valeurs de x étant nécessairement égales, on a 



j?=-=o.oor=:^,d*où il résulte que les deux expressions 

0.00 , ^sont deux autres symboles de l'indétermination. 

76. Il est fort essentiel de faire observer que la valeur de 
rinconnue peut se présenter sous la forme -, sans que pour 

cela la question soit indéterminée , et que, par conséquent , — 

n'est pas toujours un symbole d'indétermination. Si la fraction 

— est irréductible , c est-à-dire, si ses deux termes n*ont pas de 

facteur commun , les suppositions qui font décroître indéfini- 
ment l'un des termes jusqu'à la limite où il devient nul, sont 
tout à fait indépendantes des suppositions qui font décroître 
indéfiniment l'autre terme jusqu'à ce qu'il devienne également 

nul , et alors la fraction résultante - est le symbole d'une indé- 



termination complète. 
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Mais lorsque les deux termes de la fraction représentée par - 
ont un facteur commun, qui, devenant nul par une seule suppo- 

h t\ 

sition , donne à la fraction - la forme -, il est clair que si Ton 

a o 

supprime le facteur commun aux deux termes avant d'intro- 
duire cette supposition, elle ne rendra plus ces termes nuls. 
Soit b=:p (m^ — /!*), et a=zq {m — /i), on aura 

x-z=L*'^. r^; or m*— 71* = (111 -h /i) (iw— '/II. 

q{jn — n) ^ , 

La valeur de a: peut donc se mettre sous la forme 

^_ p{m + n){ni — n) 
q{m — rC) ' 

ou, en supprimant le facteur commun /w — w, a:= '-^ ^- 

Si Ion fait n=m dans la première valeur de l'inconnue , elle 

devient a: = -, et p»r conséquent devrait être indéterminée; 

mais si Ton fait n:=:m dans la deuxième valeur, qui n'est autre 
chose que la première réduite , on trouve pour a: une quantité 

déterminée -^~. Ceci s'explique très-bien en concevant que si, 

au lieu de faire n=m dans les deux équations, on avait d'a- 
bord substitué à n des valeurs successivement croissantes et se 
rapprochant de plus en plus de la quantité m , le numérateur 
p{m-{-n){m — n) aurait reçu des valeurs successives de plus 
en plus petites à cause du facteur m — n s'approchant de plus 
en plus de zéro, et le dénominateur q{m — n) aurait reçu au- 
tant de valeurs correspondantes également décroissantes; par 
suite , on aurait eu successivement pour l'inconnue différentes 
valeurs toutes déterminées , et respectivement égales à celles 
que les mêmes substitutions auraient fait déduire de la deuxième 
équation , celle-ci n'étant autre chose que la première simpli- 
fiée. Par conséquent, ces valeurs de l'inconnue, ou du rapport 
des deux termes de la fraction, convergeant graduellement 

vers la limite déterminée -^— , cette quantité doit être consi- 
M. Algèbre. S 
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dérée comme étant bien réellement la valeur de x qui corres- 
pond à 71 = /7t. Mais comme, dans la première équation, le 
rapport des deux termes de la fraction n'atteint cette limite 
qu'au moment où, les deux termes devenant nuls, ce rapport 

se présente sous la forme -, il faut , pour obtenir la valeur de 

x^ avoir recours à la deuxième équation débarrassée du facteur 
commun ; d'où il résulte que 

Une expression fracUonncdre^ qui prend la forme ^pur suite 

Hune certaine supposition unique , ne doit pas pour cela être 
regardée comme indéterminée , mais comme ayant au numéra- 
teur et au dénominateur un facteur commun^ qui y en deifenant 
zéro par suite de la même supposition , donne a la fraction ta 

forme — . Il faut donc chercher ce facteur commun et le suppri^ 

mer avant d'introduire dans la fraction F hypothèse dont il 
s agit , laquelle fera connaître alors la véritable valeur de la 

fraction. 

, . . a* — i* a* — aai + è* a^ — i^ 
Soient les fractions — — , y- qui 

deviennent -pour b-=a. Comme a^ — J*=(a*— J*) (a*-f-^'), 

et a* — ^ah + è*=: (a — J)*, les trois fractions peuvent se mettre 

sous la forme 

(a^_^^Xa^,^^^) {a-Ur_ {a-b){a^b) _a-b 

a»—*' {a — b){a'-^b) a+b ^ 

{a—by ~ {a—b) [a—b) ~ ^=5 ' 

or, si Ton fait bz=:a dans les fractions réduites , dles^ devien- 
nent respectivement aa*, o, d=oo . 

S 4* Probtemes du premier degré à une inconnue. 

77. Appliquons les principes précédents à quelques pro- 
blèmes , et pour mieux faire voir les avantages de l'Algèbre , 
traitons d'abord généralement plusieurs des questions résolues 
dans notre Arithmétique. 
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Pboblbme !• Quel est le nombre dont la moitié y le tiers y le 
(fiarty le cinquàfne et le sixième Jont une somràe égale à un 
nombre donné? 

Soit a le nombre donné, et x le noiùbre inconnu; on aura 

/J^ ^B^ ^f^ ^f^ a^ 

évidemment — y- a -^ -, -^ ^ -¥ -^=^0, hts dénominateurs 
20450 

poutant se É^ttre sous la forme 2, 3, 1% 5, 2 .3, leur plus petit 

commun ditidende est 2. 3. a*. 5::=: 120. Appliquant la règle 

donnée plus haut (64), lequation d-dessus détient 

6o^-i-4o<^ + 3oa:+ 24-r-H2o:r=:i2oay ou 174^=: 120a | 

,, , laofl 

a ou xz=z — ;— • 

174 

• 

Si a = 522, on trouve x •=. 36o (voyez notre Arîth., n® 211). 

78. pROBi^EME II. Deux fontaines coulent uniformem^ent dans 
un bassin, et chacune coulant seule le remplirait dans un temps 
connu. Combien faudrait -il de temps pour le remplir ^ les deux 
fontaines coulant à la fois ? 

Représentons par a le nombre d'heures qu'il faut à la pre- 
mière fontaine, coulant seule, pour remplir le bassin; par b 
celui qu'il faut à la seconde , et par x le temps nécessaire aux 
deux fontaines coulant à la fois. 

Si ce temps était déterminé, on le vérifierait eti ôalculàfit la 
partie du bassin que remplit chaque fontaine coulant seule pen^ 
dant ce même temps , et Ton s'assurerait que Teiisemblé dé ces 
deux parties forme la capacité entière du bassin. 

Prenons cette capacité du bassin pour unité; la première 
fontaine le remplissant seule dans a heures , en remplit dans 

1 heure la portion ~, et, par conséquent, dans dô h^tes, la 
portion — ; de même la deuxième fontaine remplit en se heures 

y , X 

la portion ^ • 

Ces deox poràonà devant formèir la totalité dtt bâ^iri, on a 

X 3C ab 

-4--Î-ZSI, d'où bx"\'ax'sss,ab^ et axm — ~^. 
0,0 a -f- if 

5. 
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Si a= 2»» ^ et i=3** - , on trouve ^ = i*» -^ (Arith.,n'» 199). 
34 75 

Les quantités - , t > sont aussi les quatrièmes termes des 

X X 

proportions a:a7::i:-, i:^::i:T* 

79. Problème m. On demande V intérêt d^un capital placé à 
un certain taux pendant un certain nombre d! années^ en iC ayant 
égard qu^aux intérêts simples P 

Soit a le capital exprimé en francs, t le nombre d'années 
qu'il reste placé, r son intérêt au bout de ce temps, et i l'intérêt 
de 100 fr. par an. 

On aura ioo:a :: 2: , qui représentera l'intérêt du capi- 



100 



tal au bout de l'année ; par conséquent , au bout d'un nombre t 

d'années, l'intérêt sera donné par l'équation r= (voyez 

notre Arith., n° 214). 

Cette formule sert à résoudre toutes les questions relatives 
aux intérêts simples. Soit, par exemple, le problème suivant : 
Pendant combien de temps fautait placer 4i 36o' à^ p. ""I^pour 
avoir i5Si Jr, d'intérêt? 

La formule précédente donne ^= — 7- ; remplaçant les lettres 

- , ioo.i55i i55i 3 

r, Uj i par leurs valeurs, 011 aura ^ = -7 — 02: — ? = — 7^ = — 

'^ 41 060 . 5 2008 4 

d'année ou 9 mois (voyez notre Arith., n° 2o5). 

80. Examinons maintenant comment les différents cas, si- 
gnalés dans la discussion de l'équation générale du premier 
degré à une inconnue , modifient les questions où ils se ren- 
contrent, et prenons pour exemple le problème des courriers, 
en commençant par résoudre le cas particulier traité dans 
notre Arithmétique (n® 211), 

Problème iv (cas particulier). Deux courriers vont dans le 
m£me sens et avec des vitesses constantes; le premier a une 
avance de 25 myriamètres ^ fait 2 mp'iamètres en 3 heures 
et pari 3o heures avant le second^ qui fait 3 myriametres en 
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4 heures; on demande dans combien d^heures le second atteins 
dra le premier, et à quelle distance du point de départ? 



■i h 



MBA R N 

Supposons le premier courrier partant du point A, dans le 
sens AN, 3o heures avant le second courrier partant du point B, 
dans le même sens. Représentons par x la distance AR que par- 
court le premier courrier avant d'être atteint au point de ren- 

contre R; comme il fait 2 myriamètres en 3 heures, ou - de 

myriamètre en i heure , il aura marche pendant un nombre 

d'heures exprimé par — : le second courrier, parti 3o heures 

3 

après le premier, parcourt la distance BR = BA-i-AR, ou 

1 3 

25 4-^, avec une vitesse de 3 myriamètres en 4 heures ou -- 

de myriamètre en i heure; par conséquent il marche pendant 

un nombre d'heures exprimé par ^ — . 

4 

Le premier courrier ayant marché 3o heures de plus que le 

second , on aura 

x , . 25+a: 

— = 3o H 5 > 

2 6 

3 4 

3 2 3 2 
d'où Ion tire - a: = 3o.^ . -7 + (25+j:)^> 

4 04 ^ 

ou 3.3.^ = 3o.2.3 4-(25+j:)2.4 5 

faisant passer dans le premier membre les termes en Xj il 

vient ga: — 8;r= 3o • 2 . 3 + 25 . 2 . 4 > 

et enfin a:=i8o + 20o=38o. 

Ainsi le premier courrier fait , avant d'être atteint , 38o my- 
riamètres dans un temps exprimé par ou 5yo heures, et 

3 
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Ui ^iapon4 courrier aura^ &it 4oS myri^i^èlre^ dans uu temps 
exprimé par ^^ 5 ou 54o heures; en effet, il part 3o 

4 
heure3 après le premier courrier, et 5yo — 54o=:3o (voyez 

notre Arith., n*» 211, II). 

On peut aussi bien représenter par x le nombre d'heures 
que le second courrier met à atteindre le premier. Alors le pre- 
mier courrier aura marché pendant un nombre d'heures égal à 

3o-4-jr, et parcouru (3o + .r)^ de myriamètre; le second 

3 
courrier aura fait - x myriamètres : or, le chemin du second 

courrier égale le chemin du premier courrier plus 25 myria- 
mètres. On aura donc 

- 4r = a5 -h(3o + x) -= 

d'où l'on tire successiTement 

3.3^=25. 4 • 3 + (3o4-^)a.4> 
Qx — Sa? = 25 . 4 • 3 4- 3o . 2 . 4^ 
X = 3oo 4- 240 =; 540. 

Ainsi le second courrier atteindra le premier en 54o heures, 
comme précédemment. 

81. Le problème qu'en viem de résoudre n'est qu'un cas 
particulier du problème général suivant , que nous désignerons 
toujours par le chiffre iv. 

Problème iv. Deux courriers parcourerU uniformément la 
même route indéfinie MN, dans le sens MN. Le premier fait 
V myriamètres par heure , et le second y' myriamètres ; le pre- 
mier courrier arriim au point A u/i nombre h d* heures auant que 
le second courrier arrive^ au point B situé à une distance d du 
point A; on demc^^4^ en quel point de la route les courriers' se 
rencontreront? 

1 1 1_ 1 1 

M R'' A R' B R N 

Les courriers marchant tous deux dans la direction MN , il 
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est clair que leur rencontre ne peul avoir lieu , «elon les cir- 
constances , que dans lune des trois positions suivantes : soit 
en un point R situé au delà du point B , c'esl-à-dire dans la 
portion BN commençant au point B, et de là s^étendant indéfi- 
niment vers N; soit en un point R' situé entre Its points A et 
B; soit enfin en un point R" situé en deçà du point A , c'est-à- 
dire dans la pcHtion indéfinie MA aboutissant au point A. 

F CAS. — Supposons le point de rencontre situé en R dans 
la partie BN; soit js la distance inconnue BR, elABzr^d; la 
distance AR sera d'\-x. Conune v eii/' représentent les vitesses 
desoourrierSy c'est-à-dire le nombre de myriamètres qu'ils font 

par heure , le premier mettra un temps à parcourir le 

chemin d + x^ et le second un temps — ^ à parcourir le che- 

nûn X, Mais l'arrivée du premier courrier au point A ayant 
précédé de h heures celle du second au point B, il en résulte 

que le temps , employé par le premier courrier pour 

venir au point de rencontre R, surpasse de h heures le temps — ; 

employé par le second courrier pour atteindre le point R ^ ce 
qui donne l'équation 

d "h- X X 

d'oiî Ton tire suecessivenient 

lid + v^x — DX = vdh 
vx -^v'x-zzii/d — vv'h 
v'(d-vh) ^ 

x-zs, 7— • 

q) V 

Voyons ce que signifie la valeur de x dans ks différentes 
suppositions qu'on peut faire sur les quantités donf elle se 
compose: 

i^ Tant que l'eai a en même temps '2^>'z/ et «{>'pA9 la valeur 
ie X est poaitive , et la rencontre des deux courriers a Uen 
W an delà du point B ^ en un point de la portion BN, odiMae 
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on Ta supposé pour la mise en équation. Or il est aisé de voir 
qu'il doit en être ainsi , d*après l'énoncé de la question ; car le 
produit 'vh exprime le chemin que le premier courrier parcourt 
pendant le temps A, dont son arrivée au point A devance celle 
du second courrier au point B ; ce chemin étant plus petit que 
la distance ÂB , et la vitesse v du premier courrier étant plus 
grande que la vitesse v^ du second, il résulte de cette double 
condition que le premier courrier n'est pas encore arrivé en B, 
quand le second courrier s'y trouve , et que, par conséquent, 
comme il va plus vite que lui , il l'atteindra au delà du point B. 

2** Si l'on a en même temps v<v^ et d<7jh^ la valeur de x 
est encore positive , et la rencontre des courriers a également 
lieu au delà du point B. Ceci s'accorde avec l'énoncé de la ques- 
tion^ car, de la condition d<7)h, il résulte que le premier cour- 
rier a parcouru un espace plus grand que AB, c'est-à-dire a 
dépassé le point B au moment où le second courrier y arrive , 
et la condition n}<v' apprend que celui-ci l'atteindra en allant 
de B vers N. 

On voit que cette supposition rentre tout à fait dans la pre- 
mière. 

3** Si Ton a en même temps 'v>v' ex d<vh^ou bien v<v* 
et rf>t/A, la valeur de x^ devenant négative, ne satisfait plus 
(69) à la supposition faite pour la mise en équation, et montre 
que la rencontre des courriers ne peut plus avoir lieu dans la 
portion BN, c'est-à-dire au delà du point B pris pour origine 
des distances , comme on l'avait d'abord supposé. 

C'est ce qu'on peut , au reste , vérifier directement ; car lors- 
qu'on a en même temps v>v' et d<vh, la distance vh^ par- 
courue par le premier courrier pendant le temps A, dont il 
devance au point A l'arrivée du second courrier au point B, 
étant plus grande que d ou AB , le premier courrier a dépassé 
lé point B, lorsque le second ne l'a pas encore atteint, et 
comme le premier a la plus grande vitesse, il est clair que les 
courriers ne peuvent plus se rencontrer dans la portion BN. 

Il en est encore de même , lorsqu'on a en même temps ^<v' 
et d>vh. Car alors la distance vh^ parcourue par le premier 
courrier pendant le temps h , dont il devance au point A l'ar- 
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rivée du second au point B , étant plus petite que d ou AB , le 
premier courrier na pas encore atteint le point B, lorsque le 
second la dépassé; et comme le premier a la plus petite vitesse, 
il est clair que les courriers ne peuvent plus se rencontrer dans 
la portion BN. 

Voyons si, dans l'une ou lautre de ces deux suppositions, la 
rencontre peut avoir lieu entre les points Â et Bj ce qui nous 
conduit à examiner le second des cas indiqués plus haut. 

Il* CAS. — Supposons le point de rencontre situé en R' entre 
les points A et B. Soit x la distance inconnue BK' \ la distance 

AR' sera d — x. Le premier courrier mettra un temps 



V 



X 

pour aller de A en R', et le second un temps -7 pour aller de R' 

en B. La somme de ces temps devant égaler h^ on aura 

, , d — X X . 

2) h- = A. 

Or, cette nouvelle équation ne diffère de Féquation notée (i) 
que parle changement de signe de x; par conséquent, la valeur 
qu'elle donnera pour x sera égale, mais de signe contraire, à 
la valeur fournie par l'équation (i). 

On trouve, en effet, 

^'(d—vh) 



X 



V V 



valeur qui sera positive toutes les fois que la valeur fournie 
par l'équation (i) sera négative, c'est-à-dire tant qu'on aura à 
la fois '2;> v' et rf<i;A, ou bien ?;<'2;' et d>^h. Mais cela ne 
suffit pas pour que la rencontre ait lieu entre les points A et B» 
car on a supposé tacitement x<d^ et par conséquent d — x 
positif : de sorte que si la valeur de rf — .r se trouvait être né- 
gative , la rencontre des courriers ne pourrait pas avoir lieu 
entre A et B. Or, si l'on calcule la valeur àé d— x^ pour voir 
dans quelles circonstances elle est réellement positive, on 
trouve 

v\d — vh) 
d''X-=zd'\ î^ ï— ^> 
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OU y en rédiiiafint le second membre an même dénoniiutteiur, 

V V ' 

d où il résulte que d — x sera positif, tant qu on aura à la fois 

i/h < rf et ?/ < v^ ou bien vh >d ^tv>v. En effet , il est facile 

de vérifier que dans les hypothèses qui rendent à la fois x et 

d — X positifs, les courriers doivent se rencontrer entre A et B 

au point R' déterminé par la valeur de ». Car pour aller de A en 

d — X d — z/A 
R', le premier courrier met un temps — • — ou y ; ee temps, 

retranché de h , donne la différence 

(d—i^'h) (d^7)h) 

fl — .i ' ^z:z — > ■ / ' 

q) q/ ^ -_ /j;' 

Ainsi à Torigine de cette différence de temps, le second 

courrier se trouvait encore à une distance du point B égale à 

— v\d — vh) . , . , ^ , , 

^ -, — ^, qui est précisément la valeur trouvée pour x. 

D'où il résulte que le second courrier était au point R' en 
même temps que le premier , ce qui vérifie l'exactitude de la 
discussion ci-dessus. 

La rencontre ne pouvant pas avoir lieu entre A et B , lorsque 
d — X est négatif, voyons si cette rencontre peut alors s'effec* 
tuer en deçà du point A, ce qui nous conduit à examiner le 
troisième des cas indiqués plus haut. 

Iir CAS. — Supposons donc le pdint de rencontse situé en 
R" en deçà du point A. Soit x la distance inconnue BB.'^ ^ la 
distance AR'' sera j?-^^. Le premier courrier mettra un temps 

pour arriver au point A, et le second un temps — ; pour 

arriver an point B. La différence de ces temps devant égaler h^ 

on aura — — > ^ ^=A. Cette équation, qui peut se mettre 

sous la forme 

d — XX. 
•+• -7 =*> 

V if' 

étant identique avec Téquation (a), donnera la même valeur de 
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Xj en «apposant tacitement x — d poMtif, ou a>d. Par con- 
séquent, lequation (a) suffit pour déterminer le point de ren* 
coDtre lorsqu'il doit être dans k portion BM. Mais la valeur 
de X donnée par cette équation (s) étant égale, avec un signe 
contraire, à la valeur déduite de Téquation (i), il en résulte que 
l'équation (i) suffira pour déterminer dans tous les cas la dis- 
tance du point B au point de ïiencontre, si Ton convient de 
prendre sur BN les valeurs positives de jt, et sur BM ses va- 
leurs négatives. 

Cet exemple nous ramène donc à l'idée précise que nous 
nous sommes formée des quantités négatives , d'après les con- 
sidéradoos exposées plus haut (i5). L'on pourrait y parvenir 
de même dans une foule de questions où la valeur de Tin- 
connue je déviait, selon les circonstances, positive ou néga- 
tcre. Car alors si l'on veut que la formule , qui donne pour x 
des valeurs positives prises dans un certain sens , s'applique 
Cernent aux cas où ces valeurs deviennent négatives, il faut 
nécessairement admettre que les quantités exprimées par ces 
dernières valeurs doivent être prises dans un sens opposé au 
premier. 

Ainsi les quantités négatives peuvent servir à renfenner dans 
vne seule formule, et par conséquent dans la seule équation 
d'où on la tire^ plusieurs cas dune même question, dont 
chacun paraîtrait d'abord exiger une solution distincte. C'est 
pourquoi ces quantités sont d un fréquent usage dans toutes 
les branches des mathématiques. 

Mais les ressources de l'analyse vont enccHre an delà, et noua 
allons faire voir que la même formule, tirée de Féquation (i), 
Don*seulement détermine la position du point de rencontre 
dans les trois cas où elle doit avoir lieu , mais indique aussi 
dans quelles circonstances les courriers ne se rencontreront 
pins, ou bien encore seront toujours ensemble. 

Kous allons discuter ces deux nouveaux cas. 

IV* CAS. — Supposons qu'on ait i;=:2/, et en même temps 

d> vh ou dK'vh. alors la valeur de x devient x = — ^ 

o 

oa mfitti^ , €• qui apprend que les deux courriers ae pourront 
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jamais se rencontrer. Cette impossibilité se déduit immédia- 
tement de 1 énoncé de la question, en y faisant les mêmes 
suppositions; car alors ^ comme 2;=: v'^ les deux courriers ont 
la même vitesse, et comme en outre d diffère de vk, lorsque 
le premier se trouve au point B , le second est en deçà ou au 
delà de ce point, selon qu'on 2id>vh ou d<vh; par conséquent 
les courriers ont toujours dû et devront toujours conserver 
entre eux la même distance. 

Y^ CAS. -^ Supposons enfin que Ton ait en même ternes v==v* 

et d=vk. la valeur de a: sera x=z-* c'est-à-dire indéter- 

o 

minée, ce qui montre que les deux courriers sont toujours en- 
semble. Il doit en effet en être ainsi; car ded=:vh il résulte 
que les courriers sont en même temps au point B ; donc puis- 
qu'ils ont la même vitesse, ils ont toujours dii et doivent tou- 
jours être ensemble. 

82. Remarque. L'énoncé du problème iv peut recevoir di« 
verses modifications, et se trouver néanmoins résolu par \{ 
même formule déduite de l'équation (i). Ainsi, par exemple 
on peut supposer que le second courrier, au lieu d'atteindre L 
point B un nombre h d'heures après l'arrivée du premie 
coiurrier en A, y devance au contraire de h heures son ar 
vivée en A ; alors il suffit de changer ^ en — h dans la va 
leur de x. 

De même si les courriers , au lieu d'aller dans le même sens 
vont à la rencontre l'un de l'autre , il suffira de changer le si 
gne de la vitesse du courrier qui change de direction , c'est-à 
dire de remplacer, dans la valeur àe x ^ v par — i;, ou 1/ pî 
— V , selon que ce sera le premier ou le second courriel 
qui, au lieu d'aller vers N, ira vers M. On peut égalemei 
supposer que les deux courriers changent à la fois de d 
rection , qu'ils partent en même temps de deux points doi 
nés, etc. 

Les commençants feront bien de discuter les formules r 
sultan t de ces divers énoncés, qui n'offrent d'ailleurs aucui 
difficulté. 

83. Problème v. Troui^er un nombre tel que son quart c 



= ao — D , 



ÉQUATIONS DU PRSMIBR DB6RB A UNE INCONNUS. ^J 

minué de 20 et ses cinq douzièmes égalent les deux tiers du 
même nombre diminués de 5? 

Soit X le nombre cherché. On aura , d après l'énoncé , l'é- 
quadon suivante : 

7— 20H =^^r — ;5, 

et successivement 

a: 5x 2â? 
4"^T2~T 
3j?-|- ox — 8j:=(2o — 5) 12, 
0= i5 . 12. 

Ce résultat montre que la question est absurde, et n*est pas 
susceptible de solution (71). 

On peut d'ailleurs reconnaître cette impossibilité sur l équa- 
tion primitive qui peut se mettre sous la forme 

7H 20=-^ 5, ou -5 20 = -5 5; 

4 12 3 3 3 

ainsi les deux membres différeront toujours , quelle que soit la 
valeur qu'on donne à x, 

Probi^èm E VI. Un percepteur négligent , recevant V ordre tTen- 
wyer le total de ses recettes par le retour du courrier et ne 
pouvant rétablir dans un temps aussi court ^ imagina , pour se 
tirer d'embarras , de répondre à son supérieur : A la moitié du 
total augmenté de 6fr, ajoutez les trois quarts du total diminué 
Mfr.^ et de cette somme retranchez le quart de la recette aug" 
mentée de 6 fr, y dous aurez le total de ma recette. On demande 
à combien se montait le total? 

Soit X le montant de la recette : 1 énoncé donne Téquation 

X + 6 3(x — 2) (x+6) 

^"T^-^ 4 4~— ^^ 

d'où Ton tire successivement 

2 (jr+6)+3(a? — 2) — (a:-h6) = 4'^> 
2X+ 2. 6+ 3a? — 2.3 — X — 6 = 4^, 
2:r +3;f — X — 4^ z=z6 + 6 — 12, 
0^0. 



^8 ALGBBftB. 

Ainsi le {>roblèiBe est tout à feit ifidécerminé, car les d«vx 
membres sont identiques sans qu'on attribue aucune valeur 
particulière à x. 

Si l'on simplifie 1 équation primitive en consenrant k dans 
le second membre, on trouve 4^z=:4^^ ou xz=lx. 



SECTION n* 

RÉSOLUTION DE PLUSIEURS ÉQUAViOl» DU PREMIER DEGRÉ EN NOttBRE ÉGiOi AUX INCOimUES. 



§ i*^. Résolution de deux équations du premier degré à deux 

inconnues, Méthodes d* élimination, 

84. Résoudre deux équations du premier degré contenant 
deux inconnues, c'est déterminer les valeurs des deux incon- 
nues , de manière à satisfaire en même temps à ces deux équa- 
tions (62). On y parvient en déduisant des deux équaftions , par 
certains procédés, une nouvelle équation ne contenant plus 
qu'une seule inconnue, et servant ainsi à déterminer Sà râleur, 
d'où résulte , par substitution , la valeur de l'autre ifiecmnue. 
Tout procédé, qui peut conduire à une telle équation ne con- 
tenant plus qu'une inconnue, c'est-à-dire dont l'autre inconnue 
a été chassée ou éliminée, s'appelle élimination; et, en général, 
on donne le même nom à tout procédé qui fait déduire, de 
plusieurs équations entre pareil nombre d'inconnues, une équa- 
tion ne renfermant plus qu'une seule des inconnues drec des 
quantités connues. 

Quelle que soit la forme des deux équations données entre 
deux inconnues x et j, on pourra toujours, 1° faire disparaître 
les dénominateurs comme on l'a indiqué plus haut (64); 
a^ transposer dans le premier membre tous les termes con- 
tenant X et /, et les termes tout connus dans le second mem- 
bre; 3° réduire à un seul terme la somme algébrique des termes 
en j:, à un seul terme celle des termes en/, et enfin à un seul 
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terne celle des termes tout cosnasy de sorte <{ue la forme çè^ 
nënle de deux équations à dem inconnues est 

On distingue trois procédés ou méthodes d élimination , que 
nous allons exposer, pour plus de facilité , sur les deux équa- 
tions suivantes , 

(i) 4y-|-3a:=24, 5/ — aar=7 (2) 

85. 1^ méthode Jt élimination , dite par substitution. 

Admettons d'abord qu'il y ait réellement une valeur de :r et 
une valeur de j^ qui satisfassent aux deux équations proposées, 
et que ces valeurs, étant substituées dans les deux équations, 
y soient représentées par x et/. Alors les deux équations pour- 
ront être considérées comme deux égalités. Or l'équation (i) 

donne ^= 2 (3); par conséquent | si dans Téquation (a) 

oous substituons à/ cette valeur exprimée en fonction de celle 
de X , nous obtiendrons une équation à laquelle la valeur de 
a:, qui satisfait aux deux proposées, devra satisfaire également. 
Si donc on détermine, d'après la tègle donnée plus haut (68), 
la valeur de s satisiEaisant à cette dernière équation , qui d ail- 
leurs ne contient plus que ^, tout en restant du premier degré, 
on sera certain d'avoir la véritable valeur de a: , qui , avec la 
valeur correspondante de /, satisfait aux deux proposées ; 
substituant donc dans l'équation (2) la valeur de/ en fonction 
de a: , il vient 

5* ■ T ^ — 2jr=7, (4) 

d où l'on tire successivement 

5,24— 5. 3;r — 4-s^'2?=7-4j 
i5;r+8:F=i2o — 28, 
23a; = 92, 

X:=l4' 

Substituant celte valeur de x dans l'équation (3) , on trouve 

7=3. 

Ces valeurs j: =4» /=3, vérifient l'hypothèse qui a servi 
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à les obtenir, savoir qu il y a réellement des valeurs de x 
et de y satisfaisant aux deux proposées. D'abord elles satisfont 
à lequation (3), d où Ion a tiré j= 3 au moyen de x=z 4. Mais 
1 équation (3) redevient identique avec l'équation (i), par l'o- 
pération inverse de celle qui a servi à l'en déduire. Donc les 
valeurs .r=:4, /=3, satisfont à l'équation (i). De plus, si l'on 
fait a?=4 dans l'équation (4), qui a donné cette valeur en or et 

se trouve alors satisfaite , l'expression , qui multiplie 5, 

n'étant autre chose que la valeur de^ en a: fournie par l'équa- 
tion (3), deviendra égale à 3. On obtiendra donc exactement 
le même résultat, si l'on fait ^=4 dans l'équation (4) , ou bien 
ar=4, J=3, dans l'équation (2), qui est donc également sa- 
tisfaite par ces deux valeurs de x et de 7. 

Vérification. Faisant ^=4 et /=3 dans les équations pro- 
posées, on a, pour la première, 4-34-3. 4=^4 ou i2-f-i2 
= 24, et, pour la seconde, 5 . 3 — 2.4=7 ^^ '^ — 8=7. 

86. IP méthode tV élimination ^ dite par égalité (^) ou pa^ 
comparaison. 

Soient toujours les équations 

(i) 4j + 3:r=24, 5/— 2ar=7 (2). 

Supposons qu'on ait substitué à a; et à j les valeurs qui sa- 
tisfont à ces équations, les premiers membres seront respecti 
vement égaux aux seconds. Mais si l'on ne substitue que h 
valeur de x ^ les deux équations, qui ne seront plus qu'en j 
devront être satisfaites par la même valeur de /, puisque cetti 
valeur de / jointe à celle de x forme la solution. Si donc oi 
connaissait la valeur de ;r, la substitution ferait acquérir au: 
deux équations proposées une valeur commune en j ; et ré 

(*) Cette méthode d'élimination , qui consiste à égaler les valeui 
d'une même inconnue tirée de deux équations, serait bien désigné 
par un mot qui signifierait l'action d'égaler, comme serait égalation 
qui n'existe pas. Le mot égalisation ^ qui signifie l'action de rendr 
égal, a un autre sens. Le moi par comparaison n'est point parfaitemei 
convenable. 
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ciproqaement si Ton détermine x de manière que ces équa- 
tions acquièrent une valeur commune en j, cette valeur de x 
satisfera aux deux équations. Or, en égalant les valeurs de y 
tirées des deux équations , on obtiendra une équation en x de- 
vant fournir pour x une valeur telle que les deux équations 
proposées aient une valeur commune en / ; et substituant cette 
valeur de x dans Fune des deux équations, on en tirera une 
valeur de/, qui, avec celle de x^ formera la solution des équa- 
tions proposées. 

Maintenant nos deux équations donnent 

(3) y = — -^ — , 7 = -^— g—» (4) 

24 — 3^ 7 + 2a: ,^. 

et par conséquent = ^ — r — • (5) 

Alors la règle déjà citée donne successivement 

120 — i5a:=28 + 8ar, 
23^=92, 
j:=4. 

On obtiendra la valeur de^ en faisant j:= 4 dans Tune ou 
dans l'autre des équations (3), (4), qui ne sont autre chose que 
deux expressions différentes de la valeur de/ en fonction de x, 
et dont l'égalité a précisément procuré lequation d'où Ton a 
tiré .r =4- D résulte encore de là que la valeur de/, donnée 
par l'une ou par l'autre^ sera la même. 

Faisant :r = 4 ^3i"S l'équation (3), il vient 

24 — 3-4 



7 — 



3. 



Il suit de ce qui précède que les valeurs x=4^ J^*= 3 , ainsi 
, déterminëes , satisfont aux équations (3) et (4)) et aux deux 
proposées. D'ailleurs , il doit évidemment en être ainsi , puis- 
qu'on a déduit immédiatement, par une simple transposition 
«le terme et par une division , les équations (3) et (4) des deux 
^t{uations proposées , avec lesquelles on les rendrait identiques 
par les opérations inverses, 
» M. Algèbre, 6 

l 



87. Iir méthode d'élimination, dite par addition et sctu* 
traction, on par réduction. 

Pour faire voir comment on a été conduit à celte troisième 
méthode 9 plus commode que les deux autres, surtout quand 
les inconnues doivent être fractionnaires , supposons d'abord 
que les deux équations, toujours réduites chacune à trois 
termes (84) 5 aient le même coefficient pour Tune des incon- 
nues, or , par exemple; alors op ppurra faire disparaître ou éli- 
miner cette inconnue , en ajoutant ou retranchant ces deux 
équations membre à membre , selon que les coefficients de x 
seront de signes contraires ou de même signe. Car le résultat, 
étant une équation seulement en j, en donnera la valeur. 

Soient les deux équations 

Sx — 4r=9» 5a: +67= 49. 

Retranchant, membre à membre, la seconde équation de la 
première , on trouve Téquation 

6/4-47*^49 — 9) qui donne ioj=4o, doÙ7=4. 

Puis, en faisant /z= 4 dans l'une des équations proposées, 
la première , par exemple , on a 

Sx — 4«4 = 9j à' où 5ar=25, tt xz=zS, 

Lorsque aucune des inconnues n'a le même coefficient dans 

les deux équations , il est facile de remplacer celles-ci par deux 

autres équivalentes et satisfaisant à cette condition ; car il 

suffit pour cela de multiplier les deux membres de chaque 

équation par le coefficient dont se trouve affectée, dans l'autre 

équation , l'inconnue qu'on veut éliminer. Cette opération, 

offrant la plus grande analogie avec la réduction des fractions 

au même dénominateur, pejat également se simplifier 9 ainsi 

lorsque les coefficients de l'inconnue à éliminer ne sont pas pre< 

miers entre eux j on les, décompose en facteurs premiers , et Toi 

ne multiplie chaque équation que par le produit des facteurs à] 

cpefficient correspondant de l'autre équation , qui ne se trou 

vent pas dans le sien. 

Beprenons les équations (i), 4^+ 3.»? es: a4> 5/ — 3ar = 7, (ai 
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Pour éliminer «r on multipUe les deux membres de Véqu{itioD(i) 
par 2 , Qt çitux ^e réqus^tion (a) par 3 , ce qui dpuue 

8/ + 6jr=48, i5/ — 6a; = 2i, 

ajoutant ces équations membre à membre , il vient 

23/" ==69, d'où ^==3* 

Faisant/=:S dans Tune des équations proposées, la première, 
par exemple, on a 24+60^=48, ou 6^=24, d'où J7=4« 

On peut également déterminer x en midtipliant les deux 
membres de l'équation (i) par 5, et ceux de l'équation (2) par 
4, ce qui donne 

20^ + I 5j: = 1 20 , 20j^ — dx= 28 ; 

alors, en retranchant, meni'bre à membre, 1^ seconde éguftj^Qn 
ie la première , on a 

280? =■ 92 , d'où ^ =: 4. 

Il est inutile de multiplier Tun par l'autre les coefficients de 
linconnue que Ton veut éliminer, puisqu'on sait d'avance que 
œs produits seront les mêmes, et que les termes où ils ce 
û'ouvent s'évanouiront dans le résultat. 

Il reste à prouver, comme dans les deux autres n^éthqdes 
d'élimination, que les valeurs de a: et de/, trouvées par celle- 
ci, doivent satisfaire aux deux équations proposées. Soient, en 
général , A=B , A'=B', deux équations en :r et j, et qui ont 
wspectivenient m et n pour coefficients de l'inconnue j, par 
tteniple, qu'on veut éliminer. On multiplie les deux membres 
^e k première par w, et ceux de la seconde par /w, ce qui 
donne 

A/i=B/i, A'/7i=B'/7i; 
'«ajoutant ou les retranchant me^ibre à membre, il vient 

A/idz A'/i=: BmdtB'm , 

ne ccMitient plus que a?. Or, soient a:z=a,jr=:i , îles valeurs 
^^ et de jr ^qui satisfont aux deux équations proposées, et 
apposons qu'on y ait effectué cette substitution, elles de- 
^ndront alors des égalités. Mais il en sera évidemment de 

6. 
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même pour les deux équations qu'on déduit des premières en 
les multipliant par m et par w, et, par conséquent, pour l'é- 
quation 

\n±Mn =Bm±B'/n, 

qui ne contient plus j, et donnera nécessairement a: = a. D'ail- 
leurs, si de la dernière équation on retranche le produit de 
la première par n^ et qu'on divise les deux membres par 
dt,m, on retrouve A'==B'. D'où il résulte que les valeurs 
x=a, j"=.h^ qui satisfont au système des deux proposées, 
satisfont également au système formé de l'une d'elles, A==B, 

avec l'équation 

An±A''i=Bm±B'/», 

et réciproquement. Par conséquent, si l'on substitue la valeur 
arma, donnée par cette dernière, dans A=B, elle donnera 
pour / la valeur ^=i. 

En outre, il est clair qu'il y a seulement une solution 
x=.a^ y=.by qui puisse convenir aux équations proposées; 
car, quelle que soit la méthode d'élimination qu'on emploie, 
leur solution dépend toujours d'une équation du premier 
degré à une inconnue qui n'est susceptible que d'une seule 
valeur (69). 

88. Soient les équations 

244: — 447- = 48 , 

i%x-\- i2/=i44« 

Remarquons d'abord que le facteur 4 étant commun à tous 
les termes de la première , et le facteur 6 à tous ceux de la se- 
conde , il faut avant tout les faire disparaître pour simplifier les 
calculs , ce qu'on ne doit jamais négliger. 

Ces équations deviennent alors 

6^-— 117=12, ! 

3^7+27=24. 
Maintenant, comme le coefficient 6 égale 2.3, on rendra lei 
coefficients de x égaux , en multipliant la seconde équation ps 
2. Retranchant ensuite la première de la seconde , on a i 

4/+ 117 = 48 — 12, d'où 7=2 + ^, et par suite ar= 7 — ^ 

- ■ - • 1 
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89. Soient encore les deux équations 

En faisant évanouir les dénominateurs, elles deviennent 

5.42?+ 3.87=3.5.64, 5. 5x4- 3.9/=3.5.77; 

multipliant la première par 5, la seconde par 4j et prenant leur 

différence, il vient successivement 

5.3.8j — 4 -3.5;^= 5. 3 .5. 64 — 4 «3. 5. 77, 
5.27 — 07=5.5.10 — 5.77, 
^=i5. 

et par suite x = 3o. 

J 2. Résolution iTun nombre quelconque (T équations particulières 
à premier degré ^ renfermant un pareil nombre d inconnues. 

90. Soient d* abord les trois équations 

5x + 37-1- 2jz = 4^ 1 

SjT+fy* — 3^=31, j 

Sa? — 27— 2J5= 2. 

En employant Tune des trois méthodes exposées ci-dessus , 
Y pourra éliminer l'inconnue z entre la première équation et 
acune des deux autres ; on aura ainsi deux équations , qui , 
renfermant plus que x et 7, serviront à déterminer leurs va- 
is. Les substituant alors dans Tune des trois équations pro- 
ées , on obtiendra la valeur de z. 

Le coefficient de z étant le même dans la première et dans 
troisième, il vaut mieux, surtout ici, choisir la méthode d eli- 
ination par réduction , qui donne 

2i.r + 217= i68, i3a:+7 = 44- 
Eliminant de même 7* entre ces deux équations, il vient 

252^7 = 756, d'où jr= 3. 
Substituant cette valeur dans l'équation précédente, il vient 

39 +7 = 44 > d'où 7=5. 
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Enfin, faisant â:=3, ^r^S danâ la pren>ière équation, on a 

i5 + ïS'\'2z=i42y d*où z •= 6. 

Ainsi les trois inconnues ont pour valeurs 

j:=3,/ = 5, 3 = 6. 

Résolvons maintenant les mêmes' équations par là' j^rémière 
méthode d'élimination, qui consiste à tii'er de chacune des 
équations la valeur de Tune des inconnues z^ par exemple, 
comme si ^r et^ étaient des quantités connues, et à les égalei 
entre elles deux à deux; on aura 

42 — Sx — 3r 

j?= -} 

2 

3:r+6r — 21 

Z = g , 

8x — 2j — a 



Egalant la première valeur de J3 à chacune des autres^ il vient 

42 — 5a: — 3j 3:c-f-6j— 21 4^ — Sar-f— 3/ Sx — -ay — 2 

l "" 3 ' 2 ~ i ' 

ou, en réduisant, 

2ij? + 2ij= 168, i3x+^=44« 

Ces équations ^ étant précisément les mêmes que nous v^ 
nons d'obtenir par la première méthode, donnent pareille 
ment a: = 3,/= 5, et par suite 2=6. I 

Ces valeurs de ^ , 7 et jz satisferont aux équations proposé 
et seront les seules qui rempliront cette condition. Car sup 
sons qu eii* général les valeurs j; = a , zzzzby 7==:c satisfass 
réellement aux équations proposées^ et qu'on effectue la sub 
tution, elles rendront les premiers membres égaux aux secon 
Mais si Ton ne substitue que les valeurs de x et de j, les trd 
proposées acquerront une valeur commune en Zj puisqu'^ 
devront alors être toutes satisfaites par la substitution de J3=^ 
Donc si Ion prend les valeurs de z dans chaque équation 
qu'on les égale deux à deux, on aura deux équations à d^ 
inconnues or et j^ et'les valeurs de ar et de/ qui satisferont à 1 
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deuï équations auront la propriété de faire acquérir aux trois 
proposées une valeur commune en z. Ces valeurs de a: et de/, 
jointes^ à la valeur commune, en 2, formeront la solution des 
trois écpattons proposées. Il est clair d'ailleurs qu elles ite 
peuvent avoir qu'une isolutknt, les deux équationâ^ en or et / 
n'en admettant qu'une seule (87). 

D'ailleurs, quelle que soit la méthode qu'on emploie, les deux 
é(|uationfr enxetjTy qu'on déduit des trois proposées, donnent 
les valeurs de js et de/, qui serv^ent avec la première des pro- 
posées, par exemple, à déterminer celle de ^, et il est clair que 
ces trois valeurs de j?, de/ et de z doivent satisfaire à la pfe- 
iQÎère des trois proposées et aux deux en x et/; mais ces deux 
dernières étant des conséquences des trois proposées , et réci- 
proi{«»$mem les deuxième et troisième des proposées étant des 
conséquences de la première et des deux en x et/ convenable- 
ment combinées, il en résulte que les valeurs de x, de/ et de z, 
qui satisfont au système de ces trois dernières équations, sa- 
tineront également à la deuxième et à la troisième des équations 
proposées , et pav eoilséquent au système des trois équations. 

91. Il est facile d'appliquer ces considérations à un nombre 
quelconque d'équations renfensant un pareil* nombre d'iticon- 
Dues , ce qui permet de prescrire la règle suivante : 

Règle générale. Pour résoudre plusieurs éfnaéion» du pre^ 
mier degré contenant un pareil riomère d'inconnues y il faut 
éliminer une inconnue entre Vune de ces équations et chacune 
des autres y ce qui donnera de nouvelles équations du pre^ 
mier degré en nombre moindre d^une unité que les proposées et 
contenant une inconnue de moins. Opérant sur ces noupelles 
équations comme sur les équations proposées , on éliminera en^ 
core une ineonnue entre l'une de ces nousmlles éyuaàions et cha^ 
cune des autres^ ce qui donnera encore de nouilles, équations du 
premier degré en nombre moindre de deux unités que les pro" 
posées et contenant deux inconnues de mx)ins. En continuant 
demême^ on arrivera nécessairement à une équation du premier 
degré ne contenant qu'une inconnue j et sentant ainsi à la dé- 
terminer. Substituant sa valeur dans l'une des équations précé- 

Unies qui ne contienne que cette inconnue et une autre seule- 
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ment y on en déduira la Daleur de cette dernière. PuiSj remon- 
tant de proche en proche jusqvHa Vune des équations primitives^ 
on déterminera successiifement la valeur des autres inconnues. 

D après cela, ayant m équations entre m inconnues, la 
première élimination donnera m — i nouvelles équations entre 
m — I inconnues. La deuxième élimination donnera m — 2 
nouvelles équations entre m — 2 inconnues, ainsi de suite, 
jusqu'à ce quon obtienne une équation à une inconnue, d'où 
Ton déduira sa valeur et par suite celle des autres inconnues. 
Chaque inconnue étant ainsi déterminée par une équation du 
premier degré à une inconnue , il ne peut y avoir qu'un seul 
système de valeurs qui satisfasse aux équations proposées. 
Dans tous les cas , il ne faut pas oublier de ramener les équa- 
tions à la forme la plus simple dont elles soient susceptibles , 
en faisant d'abord disparaître les dénominateurs , et réduisant 
les termes contenant la même inconnue , ainsi que les termes 
tout connus. 

Les équations simplifiées devront chacune alors contenir 
seulement autant de termes plus un qu'elles renferment d'in- 
connues. 

9a. Lorsque toutes les inconnues n'entrent pas dans chacune 
des équations, celles-ci sont néanmoins toujours comprises 
dans la forme générale que nous venons d'indiquer, puisqu'il 
suffit d'égaler à zéro un ou plusieurs coefficients des inconnues 
dans les équations générales pour en déduire la forme parti- 
culière de celles dont on s'occupe. Ainsi les méthodes d'éli- 
mination restent exactement les mêmes, mais leur applica- 
tion devient plus simple , parce qu'on a moins d'opérations à 
effectuer. 

Soient, par exemple, les équations suivantes entre les quatre 
inconnues x , y, z ^ u : 

^—Zjr + 7.u=zQ^ 
2^4-6^ = 28, 

4"— 27=14, 

En examinant ces équations , on voit que si Ton élimine u 
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entre la première et la troisième, puis entre la troisième et la 
quatrième , on aura deux équations entrje j? et / qui serviront 
à déterminer ces inconnues. L élimination donne 

Sx — 4/ = 4j ^x + 2yz= 13. 
Eliminant x , il vient 

16/ 4-12/:= 96 — 12, doÙ^=3. 

Faisant ^ = 3 daps la dernière en a: et j, et dans la troi- 
sième des proposées, on a 

ix+6 = i2^ d'où ^7=2, et 4«-— 6 = i4> d'où a=5 ; 

hïsant enfin a? =2 dans la seconde, on a 4 + 6^=^8> Quî 
dûDDe 2 = 4î i^s valeurs demandées sont donc 

^ = 2,/=3, z = 4j « = 5. 

93. Voici un dernier exemple que nous proposons comme 

exercice : 

«1 doit trouver 

22a — 8c — qb mi — 6a — Ac 20c — 3i — Aa 

17 17 17 

$ 3. Résolution des équations générales du premier degré entre 

autant d! inconnues^ et discussion des formules. 

I 

94* Lorsqu'on veut résoudre un nombre quelconque d'équa* 
lions du premier degré , renfermant un pareil nombre d'incon- 
nues , il y a toujours , sauf quelques cas particuliers que nous 
citerons tout à l'heure, un système de valeurs qui satisfait à 
ces équations (91)9 et il n'y en a qu'un seul. 

Si l'on a plus d'équations que d'inconnues, la question sera 

tu général impossible. Par exemple , si l'on a 6 équations et 

jKulement 3 inconnues , on prendra 3 des équations proposées 

I foi serviront à déterminer les 3 inconnues , et substituant à 

tts inconnues leurs valeurs dans les 3 autres équations , en 

f aérai elles ne seront pas satisfaites , à moins qu'on ne les ait 
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choisies exprès; alors cette substitution établira les trois re- 
lations qui doivent exister entre les coefficients de ces incon- 
nues, pour que toutes les équations soient satisfeites à la fois. 
Les relations, dont nous venons de parler, s'appellent équations 
de condition. 

Mais lorsqu'on a plus d'inconnues que d^équations^ par 
exemple une équation à deux inconnues a et 7, il est clair 
qu'on n'en pourra déduire la valeur de x que dan» le cas où^ 
serait connu , et comme rien ne détermine /, on pourra lui 
donner toutes les valeurs possibles. Ainsi l'équation est sus* 
ceptible d'un nombre infini de solutions , et le problème, dont 
elle est la traduction algébrique , est indéterminé. Il en est de 
même si l'on a plusieurs équations et uti plus grand nombre 
d'inconnues ; la question se ramène alors en définitive à la ré- 
solution d'une équation entre plusieurs inconnues , de sorte , 
qu'une exceptée, on peut arbitrairement disposer de toutes 
celles-ci. il vaut mieux, dans ce cas, choisir autant d'inconnues 
qu'il y a d équations , et opérer comme si les autres étaient 
des quantités connues ; leur donnant ensuite des valeurs 
particulières, on obtiendra, pour les premières incronnues, 
autant de systèmes de valeurs, qu'on en aura choisi pour les 
dernières. 

95. Nous allons établir dans cette section les formules géné- 
rales relatives à la résolution d'un nombre quelconque d'équa- 
tions du premier degré contenant un pareil nombre d'incon- 
nues, et nous en ferons ensuite l'application aux différents cas 
particuliers qfui peuvent se pk'ésenter. On pourrait résoudre 
ces équations par l'une des trois méthodes d'élimination expo- 
sées plus haut; mais nous adopterons une autre méthode, dite 
des indéterminées f due à Bezout , parce qu'elle est généralement 
employée^ et qu'elle oflfrie lavantage d'éliminer à la fois toutes 
les inconnues, hors un'«. Toutefois, cette méthode est moins 
simple que celle par réduction , lorsqu'il n'y a que deux équa- 
tions. 

q6. Prenons d'abord les deux équations générales du pre- 
mier degré entre deux inconnues 
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où «, ft, <î, tt'j 5', c^ représentent des (|uantités connues posi- 
tives ou négatives, qu'on peut même supposer entières (84) J 
mais ô'est îndifîérent pour rétablissement des formules. Oh 
évite une trop grande confusion Je lettrés et Ton soulage 
beaucoup l'attention en prenant les mêmes lettres pour repré- 
senter les quantités analogues d'aAs diverses équations, ayant 
soin de les distinguer par uil ou plusieurs accents , selon le 
nombre des équations. 

Multiplions la première équation par une quantité m , et re- 
tranchons-en là seconde , membre à membre , il viendra Té- 
quation suivante : 

(am — a') J7 -f- (Jbm — V)y^=cm — c\ 

d'où ToB déduira les valeurs de j; et de 7 en choisissant Tindë» 
terminée i?i^ de ihanière à rendre nul le coefficient de Fin- 
oonnue qu'on veut éliminer. Ainsi j pbur trouver x , on fiiit 

disparaître/ en posant bm — i':=o, d'où m=--T, Substituant 

à m cette valeur dans l'équation {am — d)xz=:cm — c , il vient 

ia- a)xz=zc- c\ doùlontu^ :c = — tj j— . 

o D ab — ba 

De même, pour trouve^ ^, on fera disparaître x en posant 

am — a'=o, dou iw = — : 

a ^ 

la substitution doûne 

d ,.v a' . „ X ca* — ac 



(*-— *>=^r— ^'» d'où r=r-^ 



changeant le signe des deux termes de cette fraction , pour que 
le dénominateur soit le même dans les valeurs de x et de^, on 
aura 

^— aV—hti^ ^~aV — ba'' 

L'inspection de ces valeurs montre qu'on peut déduire l'une 
de l'autre en chsfhgeant à en h et réciproquement, sans dé- 
placer les accents. Il résulte en effet de \à fornié des équà- 
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tions générales , qu'en opérant comme ci-dessus , après avoir 
fait le même changement de lettres, on trouverait/ au lieu 
de x^ et ensuite x au lieu de /. Il suffit donc d'avoir la valeur 
d'une inconnue pour en déduire immédiatement la valeur de 
l'autre inconnue. 

97. Il est bon , surtout lorsqu'on a un plus grand nombre 
d'équations , de vérifier les valeurs des inconnues en les substi- 
tuant dans les équations primitives, ce que nous engageons 
à faire, une fois pour toutes. Dans ce cas, on trouvera les 

identités 

c = tf , c' =1 c'. 

Si maintenant on veut appliquer les formules ci-dessus à la 
résolution de deux équations numériques , qu'on réduit d'a- 
bord à trois termes, comme 6x — 8j= 12 , 3ar + 2/= a4> 
on y fait a==6, i = — 8, c = ia, «'=3, i'= 2, c'=24, ce 
qui donne, après la réduction, ^=6, /== 3. 

98. Soient maintenant les trois équations générales entre 

trois inconnues 

ax + by'-\'Czz=zdy 

CLX + Vy+ dz:=. d\ 

d'x +by+c"z=z d'. 

Multiplions la première par une indéterminée m , la seconde 
par une autre indéterminée /z , et de la somme faite , membre 
à membre, retranchons de même la troisième, il viendra 
l'équation 

{am-^a^n — a")jF-H (&/» + Vn- — h')y-^{cm + dn — c") z 

=^dm + dn — cf', 

qui donnera la valeur de chacune des inconnues .r,/, jz, en 
disposant des indéterminées m et n de manière à faire dispa- 
raître les coefficients des deux autres inconnues. 
Si l'on veut obtenir la valeur de a;, on fera 

bm 4- Vn — b' = o, ci» -H c'/i -— c"= o , 

„ dm + dm — d' 

et 1 on aura x = 77- 

am 4- a'n — a 

Les valeurs des indéterminées m et n^ qui dépendent des 
équations bm + Vn = V\ cm -h c'n^=:c\ seront données par les 
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formules relatives aux équations entre deux inconnues x et y 
(96), en y remplaçant respectivement les lettres 

•^>7> a,b^ c, a\ by c , 

par les lettres /» , /i, byb\b'\Cy c\ d\ 

. .,, c'b" — Vc'' bc"—cb\ 

ainsi Ion aura iw = — =-; 77 > nm-t-r rr? 

ic — cb bc — eu 

et en substituant à /» et à /t ces valeurs dans celle de x^ il viendra 

_ d{c'h'— Vc") >+• d\bc"—cb") — rf^^(ic — g&O 
"^ ~ a{c'b"— b'd') + fl'(tc"— cb") — a"{bc'— cb') * 
Pour avoir la valeur de y, on posera 

am + a'n — a ' = o, cm + c'/i — c" == o , 
ou am + a'rt = a", cm + c'/i = c", 

et l'on aura, comme tout à Theure, 

c'a —de ad'—ca" 

m=. ;; T) n = '. j-* 

ac — ca ac --^ ca 

La substitution de ces valeurs dans celle de y donnera 
_ d{da"— a'c") + d!{ac" — ca") —d\ad — ca!) 
^ — blc'a"— a'c") + b\ac" — cb") — b"[ac' — ca!) * 
Enfin , pour avoir la valeur de js , on posera 

am + a'nz=z a" bm + Vn = i", 
,, . b'a—ab" ab"—ba'' 

^^^ ^= ab'-ba'' ""= ab'-bd ' 

et la substitution donnera 

_ d{hà' — dV) + d{ab' — ba'') — d\aV — ha!) 
^~ c{Va!'—dy')+ dXaV' — bd')—<!\aV —bd) 

Si maintenant Ion effectue dans les valeurs de :r, de /, et 
de z, les multiplications indiquées, et que, pour mettre les for- 
mules en harmonie, on change les signes du numérateur et du 
dénominateur dans la valeur de x et dans celle de ;z , on aura 
db'c"—dc'b" + cd'b"— bd'c"+ bc'd'— cb'd' 



X 



I _/' 



" ab'c"—ac'b'' + c'aV— ba'c"-\- béd'— cb'd 

_ atCc" — ac'd' + ca'd'— da'c"-+- dc'a"— cd'a" 

^ — ab'c" — ac'b" + ca'b"— ba'c"+ bc'a"— cb'a" 

ab'd:'—aefb"+da'b"—ba'a'+ bcFa"—db'a" 



I II 



ab'c"— ac'b" -t- ca'U'—bdc" +bc'd'— cb'a 
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99. On peut voir guen appliquant la même méthode çi.4> 5> 
et en général à m équations, contenant le naême nombre d'in- 
connues , on devra les jmultiplier toutes , moins une , par une 
indéterminée différente poig? chacune d'elles, puis faire leur 
somme , membre à membre , et retrancher de même la der- 
nière telle qu'elle e3t. On obtiendra ainsi uneéquation dont on 
déduira successivement la valeur de chacune des inconnues en 
égalant à zéro les coefficients de toutes les inconnues moins 
celle que Ton cherche. Ges équations fourniront _les valeurs 
des indéterminées, qui , substituées dans l'équation à une seule 
inconnue , en feront connaître la valeur. On aura de même 
celle des autres inconnues. 

100. En examinant attentivement les formules qui donnant 
les valeurs des inconnues dsgis les équations générales résolues 
précédemment, on s'î^perçoit qu'elles sont soumises à des règles 
générales, qui peuvent les faire retrouver sans aucun calcul, et 
conduire de mêptie aux formules relatives à un nopibre quel- 
conque d'équations. 

1° Pour former le dénominateur commun des valeurs de x et 
de y de deux équations (96), il faut écrire les deux arrange- 
ments ab et ba des deux lettres a et i, donner le signe — au 
second arrangement ba^ et accentuer la seconde lettre de 
chaque arrangement, ce qu,i donne ab' — .ba\ 

Pour former le dénominateur commun des valeurs de x^ àey 
et de z de trois équations, il faut d'abord, comme pour deux équa- 
tions, prendre les deux arrangement^ ab^ ba^ en affectant le se- 
cond du signe — , ce qui donne ai — ba^ puis écrire successive- 
ment :1a troisième Jettre c à toutes les places dans chaque terme 
de ab — éa, efi commençant par la mettre à la troisième place, 
et en faisant alterner les signes + et — , ce qui donnera l'ex- 
pression 

abc — ojcb + cab — bac + bca — cba , 
dont la première moitié provient du premier terme ab , et la 
seconde moitié du second terme ba; enfin mettre dans chaque 
terme un accent à la seconde lettre , et deux accents à la troi- 
sième , de sorte qu'on aura 

ai'c"— ac'b"+ ca'b"— ba'c''+ hc'a''^ cb'a\ 
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De même pour quatre équations,<on prendra Texpression non 
accentuée trouvée pour trois équations , on écrira successive- 
ment la quatrième lettre d à toutes les places de chaque terme 
de cette expression , en Gomm^içant par la mettre à la qu(i- 
trième place, et en faisant toujours alterner les signes , puis on 
mettra dans chaque terme un accent à la seconde lettre , deux 
à la troisième y trois à la quatrième, et alors on aura le déno- 
miDateur commun à toutes les valeurs des quatre inconnues. 
Ainsi de suite. 

2'' Pour former le numérateur de Tune quelconque des incon- 
nues,. il .suffit, dan6 tous les cas, de remplacer dans le déno- 
minateur commun, et sans déplacer les accents, la lettre qui re- 
présente dans les équations le coefficient de l'inconnue que 
l'on cherche, par le terme tout connu. 

Ainsi, dans le cas de deux équations, ayant le dénominateur 
commun ab' — ba\ on obtiendra le numérateur de ar, en y rem- 
plaçant son coefficient a par le terme c tout connu , sans clé pla- 
cer les accents, ce qui donne en effet ci' — bc'; de même pour 
le numérateur de j. 

La même règle se vérifie également pour trois, quatre , etc., 
équations (*), 

10 1. Nous avons dit (pi et 94) qu<^ant donné un nombre 
quelconque d'équations du premier degré entre pareil nombre 
d'inconnues, il existe toujours, sauf quelques cas particuliers, 
un système de valeurs satisfaisant à ces équations, et nous 
venons de donner les formules générales, qui, servant à les 
^terminer, doivent par conséquent faire cqn naître les cas 
d'exception. 
Reprenons les deux équations générales 

(i) ax 4- by=:Cy 

(2) a'a:+by=c\ 

les formules relatives 

cb' — bc ad — cet 

aV — bà ab' — bd* 

'*) L.aplace a démontré ces règles, d'une manière générale, dans 
Mémoires de V Académie des sciences pour Vannée 177a. 
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I® Si les valeurs des deux inconnues sont positives, le pro- 
blème , dont les équations données sont la traduction algébri- 
que, est possible dans le sens de son énoncé, sauf les conditions 
qui ont pu être négligées ou supposées tacitement pour la mise 
en équation [6g), Si une valeur ou toutes deutfsont négatives, 
pour avoir une solution positive il faut dans lequation changer 
les signes des termes qui contiennent les inconnues à va- 
leur négative, et modifier, si c'est possible, l'énoncé du pro- 
blème (6g), 

^ Si le dénominateur commun est nul , sans qu'aucun des 
numérateurs le soit, on aura ah^ — hd i=.q^ et par suite 

cV — hd ad — cd 

x'=. > r =: • 

o -^ o 

Ainsi ces valeurs sont infinies, et ne peuvent satisfaire aux 
équations proposées, sans être plus grandes que toute quantité 
donnée. D'où il résulte que les équations sont incompatibles 
ou contradictoires, et que par conséquent la question, dont 
elles sont la traduction algébrique, est absurde, sauf peut-être 
le cas de constructions géométriques (71). 

En effet , de la relation aV — bd=.o , on tire a!=z -7- ; substi- 

a 

m 

tuant cette valeur de a' dans l'équation (a), il vient 

^x + *>=c', d'où asr + l>r==Y' 

le premier membre de cette équation étant identique avec celui 
de l'équation (i), il doit en être de même pour les seconds; 

bd , , 
donc c=-yp, d'où cV — &c'=o, ce qui est contre la suppo- 
sition , aucun des deux numérateurs n'étant nul. 

Si le dénominateur étant nul, l'un des numérateurs n'est 
pas nul, l'autre ne le sera pas non plus. Car si l'on avait 
ch' — ic'=:o, ou cb':=:bd^ en divisant, membre à membre, cette 

ce' 
égalité par aVzzzba' on aurait -=:—. ou ad — ca'=o, ce qui 

a a* '1 

est contre l'hypothèse. Donc si l'une des valeurs est infinie, 
l'autre le sera pareillement. 
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3® Si le dénominateur eommun ab'^^ba' el Fan des numé- 
rateurs cb' — bd sont nuls, Tautre numérateur sera également 
nul; car de ab'-^ba :=zo et cb* — bc'=:ù^ on lire 



r 



, ab' , cb 

substituant ces valeurs dans le second numérateur ac' '^■^ao\ 

il Tient 

cV aU 

a -? if-T- ou zéro.' 

b o 

Ainsi Ion a a:=:-,/=:-, c est-à-dire que j? et y sont indé- 
terminées. 

Pour vérifier qu il en est réellement ainsi, substituons dans 
réquation (2) les valeurs précédentes de a! et de d\ il vient alors 

ah . cV ,, . , ..V V 

-g-^ + ^j = -Y-, dou (aar+frrJT- =c.T-> 

qui n'est autre chose que Téquation (1) dont on a multiplié les 

deux membres par rr-; donc, toutes les valeurs de x et de 7, qui 

satisfont à Tune, doivent satisfaire à Tautre; et comme l'équa- 
tion (i) admet un nombre infini de solutions y il en est de 
même de Féquation (2), et par conséquent du système des 
deux équations données. 

Les valeurs de x et de y sont donc bien indéterminées, 
mais non absolument indépendantes Tune de l'autre, puis- 
qu'elles sont liées par Téquation ax-^by"=.c. Or, celle-ci donne 

yz=^ — ~ — , d'où l'oti déduirai pour chaque valeur entière- 
ment arbitraire de x^ une valeur correspondante de y : mais ceci 
n'empêche pas que les équations proposées ne soient suscep- 
tibles d'une infinité de solutions, x pouvant recevoir un nombre 
infini de valeurs arbitraires. 

C -""—AIT 

La même relation ^= — -r— niontre que si la valeur d'une 

inconnue est finie, infinie ou indéterminée , il en sera de même 
de la seconde. 

M. Algsbeb* 7 
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ioa. Rê/narquê. Il £aut cependant distinguer le ca3 de cer- 
taines valeurs particulières. Car si l'on a a = o et a'=:=0} il en 
résulte ab' '^ba z=.o et ac' -^ca! z=.o^ sans qu'on puisse en 
conclure que Ton a cb' — 'ic =0; et lorsque cette dernière 

relation n'a pas lieu, les valeurs des inconnues sont x-=, y 

r =:-, c'est-à-dire, l'une infinie et l'antre indéterminée. Ce 
• o' ^ 

serait le contraire, si ron avait £=0 et £' = 0. Dans ces deux 

cas, les équations proposées sont contradictoires, comme il 

est facile de le reconnaître à priori. 

Enfin si, outre a = o et fl'=:o, on a encore cV — ic =0, 

la valeur génà^ale de jc devient ~j et en effet cette inconnue, 
n entrant plus dans les équations^ est bien une quantité arbi- 
traire, Biais la valeur générale de / est aussi-, tandis que les 

équations donnent , pour y, une valeur déterminée. 

io3. On peut discuter les formules relatives à trois équa- 
tions entre trois inconnues, comme nous venons de le feire 
pour celles tirées de deux équations ; mais les calculs devenant 
alors plus compliqués^ nous allons seulement indiquer les 
principaux résultats de cette discussion. 

i^ Lorsque le dénominateur commun n'est pas nul, les va- 
leurs déduites des formules satisfont toujours aux équations 
proposées. . 

2^ Lorsque le dénominateur est nul, sans qu'aucun nu- 
mérateur soit nul, les valeurs des inconnues sont infinies, et 
les équattions sont contradictoires. Mais il est à remarquer que 
les valeurs de x et de^, par exemple , peuvent être de la forme 

— , et celle de z de la forme ^ . 
o o 

3^ Lorsque les valeurs des inconnues se présentent sous la. 
forme —, elles peuvent être indéterminées, ou bien détermi* 

nées, si la forme - provient de certaines suppositions qui in« 
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troduisent dans les deux termes un facteur commun devenant 
Du](76). Supprimant ce facteur commun, on obtiendra les 
mies yaleurs. 

Lorsque les inconnues sont réellement indéterminées^ en 
introduisant les mêmes hypothèses dans les équations géné- 
rales, on verra si elles se réduisent à deux équations diffé- 
reotes ou seulement à une. Dans le premier cas , on pourra 
donner à lune des inconnues des valeurs arbitraires , et dé- 
terminer les valeurs correspondantes des deux autres. Dans le 
second cas, on pourra donner à deux inconnues des valeurs 
arbitraires, et déterminer les valeurs correspondantes de la 
troisième. Enfin, les trois équations peuvent se réduire à 
deux équations contradictoires, ou bien être contradictoires 
deux à deux. 

Il suit de là que si les valeurs générales se présentent sous 

la forme —, le seul moyen de connaître exactement les parti- 



cularités qu'elles peuvent présenter, est de résoudre directe* 
ment les équations qui leur ont fiiit donner cette forme. 

$ 4- Pf^htemes du premier degré à une inconnue, 

104. Les formules précédentes servent à résoudre tous les 
problèmes déterminas du premier ^egré , dès qu on les a mis 
en équation. Mais il est souvent plus simple d*efFectuer direc- 
tement réliminalioii sur ces équations , surtout lorsqu'il y en 
a plus de deux. C'est ce que nous allons faire pour les problè- 
mes suivants , en recommandant toutefois aux élèves de véri- 
fier les résultats avec ceux qui sont fournis par les formules 
générales. 

io5. PnowLBME TH. Un hovloger ayant 'vendu pendant un 
mois 3 montres et 5 pendules^ qui lui rapportent ensemble un 
iénéfice de 800 /r., se trouve avoir fait un bénéfice égal sur la 
vente de cTiaque montre , et aussi un bénéfice égal sur la vente 
de chaque pendule y le mois suivant il "vend 16 montres et 4 pen^ 
'Jules y et fait sur chaque montre le même bénéfice que dans le 
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mois précédent; mais il perd sur chaque pendule la même 
somme qu'il aidait gagnée sur chacune le mois précédent ^ de 
sorte que son bénéfice dans ce mois n'est que de 1 200 fr. On 
demande si dans le premier mois il a eu plus de bénéfice pour 
chaque montre que pour chaque pendule ? 

Représentons par x le gain qu'il fait sur chaque montre, et 
par^ le gain qu il fait sur chaque pendule dans le premier 
mois, on aura Sa; + 5/ =800 fr. Le mois suivant il a le même 
bénéfice x sur chaque montre, ce qui fait i6x*^ mais comme 
il perd sur chaque pendule la même somme y qu*il avait d'a- 
bord gagnée sur chacune, le bénéfice 16a: qu'il fait sur les 
montres doit être diminué de la perte 4/ qu'il fait sur les pen- 
dules, de sorte quon a i6x — 47=1200. Ainsi, les deux 
équations du problème sont 

3ji? + 5/ = 800 , 16^ — if = 1 200. 

Nous allons les résoudre directement par chaque méthode 
d'élimination, après avoir simplifié la seconde en divisant tous 
les termes par 4 9 ^^ qui donne pour les deux équations du 
problème 

Zx + 5/ = 800, 4«îP — 7 = 3oo. 

1" Par voie ai égalité ou de comparaison, — • On a succès • 
vement 

800 — Zx , ^ 

jrz=z g , 7=4^ — 300, 

800 — Zx , „ 
s z=4x^ 000, 

800 — 3^=20:1: — iSoo, 

23^=23oO, 

x:=z 100. 

Mettant cette valeur de x dans la seconde valeur de j-j on a 

J=:4oO — 3oO=: 100. 

Ainsi, pendant le premier mois, Thorloger a gagné 100 Fr, 
par montre, et de même loo fr. par pendule. 

2© p.,,. yQJç jg substitution, — La seconde équation doni]^ 

j = 4^ — 3oo. 
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Susbtituant cette Taleur dans la première, on a successive* 
ment 

3ar-t- 5 (4^ — 3oo) = 8oo , 
^x+nox — . i5oo=8oo, 
â3ar z= a3oo, 

a:=ioo, et par suite7 = zoo* 

3^ Par voie de réduction. — On élimine y en multipliant la 

seconde équation par 5 et l'ajoutant à la première, ce qui 

donne 

20^: + 3ar = 1 5oo + 800, 

doù .r= 100, et de même /=r 100. 

10$. Problème viii, Fmre ai^ec deux matières, dont on 
connaît les poids sous un volume donné ^ un corps mixte d'un 
poids et d'un volume donnés ? 

Soient P et y le poids et le volume de lalliage, p elp' les 
poids de Tunité de volume des deux matières , et nommons x 
et/ les volumes qu on doit en prendre. La somme de ces vo- 
lumes devant égaler le volume Y de Talliage, on a d'abord 

La somme des poids des deux volumes employés doit de 
même égaler le poids de Falliage, Or le poids des volumes x 
et j se détermine en les multipliant par les poids p et p de 
l'unité de volume, ce qui donne pour ces poids /?j?, et/?/. On 

a donc 

Ainsi , les deux équations du problème sont 

/>j7+yjr=P, 

Éliminant successivement f et x par réduction , on trouve 






— P 



p—p - p 

11 est à remarquer que les quantités pS et /?' V qui entrent 
dans ces formules expriment ce que pèserait l'alliage dont le 
volume est Y, s'il n'était composé que de la première matière 



I 01 AIGÂBRB. 

pour /7V, et de la seconde pour p'V. Ainsi , les formules peu- 
Tent s'énoncer ainsi : 

i^ Pour avoir le volume de la première matière qui doit 
entrer dans lalliage, il faut calculer ce que pèserait Talliage, 
s*il n*était composé que de la seconde matière, retrancher ce 
poids du poids total de Falliage, et diviser le reste par la difTé- 
rence des pesanteurs spécifiques des deux matières. Le quo- 
tient sera le premier volume cherché, 

a® Pour avoir le volume de la seconde matière , il faut de 
même calculer ce que pèserait Falliage, s'il n'était composé que 
de la première matière, mais en retrancher le poids total de 
lalliage , et diviser aussi le reste par la différence des pesan- 
teurs spéciBques. 

107. Remarque, Ces règles servent à résoudre toutes les 
questions sur les alliages et les mélanges, quand on connaît le 
prix de chaque matière. Supposons, par exemple, que Ton 
demande combien on doit mêler de vin à i^ 20* et de 'vin a 
'^Q^ pour faire 100 litres de Din a 85'? Pour trouver le nombre 
de litres à 70*, on retranchera du prix de 100 litres à 85% qui 
est 100. 85, le prix de loo litres à 70% qui est 100.70, et Ton 
divisera la différence 100. 85 — 100.70 pariao*' — 70* ou 5o« 
différence des prix , ce qui donne 3o litres. De même , pour 
avoir le nombre de litres à i' 20% on retranchera de 120. loo, 
prix de loo litres à i' 20% le prix 85 . 100 de 100 litres à 85% 
et l'on aura 120 . 100 — 85 . 100, qu'on divisera de même par 
5o, ce qui donne 70 litres. 

108. Le problèfïie des courriers (81) peut aussi bien se ré- 
soudre avec deux inconnues qu'avec une seule, ce qui fournit 
une application de la discussion de leurs valeurs. 

1 . .— I 1 

MA B R N 

Supposons d'abord le point de rencontre situé en R dans 
la partie BN, et soit AB=rf. Représentons par x et par y les 
chemins AR et BR que doivent faire , pour arriver au point R, 
le premier courrier à partir du point A, et le second à partir 
du point B; on aura x — y:=^d. En outre les temps que les 
courriers mettent à parcourir^ l'un AR, l'antre BR, seront res- 
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Si T 

pectiyement —9^9 et comme la difFérence de ces temps égale 

h ou le temps dont le premier courrier précède au point A 

rirrivée du second courrier au point B, on aura -««^^ssA. 

Ainsi, les deux équations du problème sont 

JÊ ^ y r 
x—y=id^ S = *) 

d'où Fou tire^ en éliminant sncoessiTement^ et m par iubstî* 
tution , 

Or, la valeur de y^ qui représente BR | est précisément la 
même trouyée plus haut pour x qui représentait de même BR, 
et celle de x se conclut de celle de y en changeant seulement 
dans le numérateur v en Dy et réciproquement. Par consé- 
quent la discussion du n® 81 peut s*appliquer ici presque mot 
pour mot, et donne les mêmes résultats, que nous nous bor- 
nerons à énoncer. 

I** Tant que Ton a en même temps t;>t/ et d> i;A, à plus 
forte raison Ton aura d>v'h; ainsi les valeurs de x et de ^ 
seront positives, et la rencontre sera, comme on l'a supposé, 
au delà du point B par rapport au côté M. 

2*^ Si l'on 2iV<7}' étd< "vky à plus ferle raison d sera < v'h. 
Les valeurs de x et de/, étant toutes deux positives, comme 
dans le premier cas, donnent le même résultat, 

3° Si l'on a7;>^' et £/<2;A, la valeur de 7, devenant alorf 
négative , montre que le point R doit se trouver en deçà du 
point B par rapport au côté M ; et il sera au delà ou en deçà du 
point A par rapport au côté M, selon que la valeur de x sera 
positive ou négative, c'est-à-dire, selon qu'on aura d<v'hy ou 
d> v'k. 

Lorsqu'on a en même temps v<'v' eX d>vhf les conclu- 
sions restent les mêmes que tout à l'heure, selon que l'on a 
d>i/h ou d<7}h. 

4^ Sit;=t;', sans qu'on ait dzszvh^ on n'aura pas non plus 
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c/= v'h ; alors les valeurs de :r et de / seront toutes deux, de la 



m 



forme —, c est-à-dire infinies , et les courriers ne se rencontre- 
o 

ront pas. 

5® Si Ton a en même temps -2;= 2;', et d-^i'vh^ on aura aussi 
d:=ivh; alors les valeurs de x et de /seront toutes deux delà 

forme -, c'est-à-dire indéterminées, puisque le numérateur et 

le dénominateur n'ont pas de facteur commun qui puisse de- 
venir nul par cette hypothèse. Les courriers sont donc tou* 
jours ensemble. 

On peut également, comme plus haut, changer le sens de 
la marche des courriers, ou les faire. aller l'un vers l'autre. 

109. Problème ix. On a acheté séparément les charges de 
trois voitures^ La première^ qui contenait 3o mesures de. seigle, 
20 d^orge et 10 de froment^ a coûté a3o fr,; la seconde ^ qui 
contenait 1^ mesures de seigle^ 6 d^orge et mdefroment^ a coûté 
i^Sfr,; la troisième, qui contenait 10 mesures de seigle, ^eTorge 
et 4 de froment, a coûté 'j^fr. On demande a combien reviennent 
la mesure de seigle, la mesure d^orge et celle de froment? 

Soient â?^ 7, z, les trois inconnues; le problème donne les 
trois équations suivantes : 

3ojF+ 2.0/ + ioj;=a3o , 
i5ar4- 6/+ia-z=i38, 
ioar.+ 5/+ 4^3=75. 

Divisant tous les termes de la première équation par 10, et 
ceux de la seconde par 3, les trois équations précédentes se 
trouvent remplacées par celles-ci : 

3^ + aj -f- 2 = 23 , 

^X ^- 2/+42JZ=46, 

ioar+ 5/+43=75. 

Multipliant tous les termes de là première équation par 4 9 
et retranchant alors successivement chacune des deux autres, 
ce qui élimine z par réduction, il vient 

7^+6/=46, 
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Multipliant la seconde de ces équations par a, pour élimi- 
ner/, il vient 3ar=: i3, d'où x==:4. Mettant cette valeur de x 
dans I équation précédente, on a 8 4- 3j = ly, d'où /=:3, 

Enfin , faisant ;r =4 6^7== ^ <^âns la première des équations 
simplifiées, on trouve 2 ==5. 

Ainsi la mesure de seigle coûte 4 &., celle d*orge 3 fr., et 
celle de froment 5 fr. 

iio. Nous engageons fortement les élèves à résoudre les 
problèmes indiqués dans notre Arithmétique, et ensuite ceux 
dont nous donnons ici les énoncés. 

^ Problèmes dont la solution iCexige qu*une inconnue. 

Problème x. Un pere^ interrogé sur Vâge de son fils^ ré- 
pond: Mon âge est triple de celui de mon fils; il y a lo ans il 
en était le quintuple. Quel est l'âge du fils P — Réponse : ao ans. 

Problème xi. Quel âge aifons-nous Vun et r autre? demande 
m fils a son père : celui-ci répond : f^otre âge est actuellement 
fe tiers du mien , et il jr a 6 ans il en était le quarL Quel est 
Vâge de chacun? — Réponse : Le fils a i8 ans et le père 54* 

Problème xit. On donne par jour une gratification, de i/r. 
20 cent, à un écolier, quand il remplit bien son det^oir. Il paye 
otf contrcUre une amende de y 5 cent,, quand il y manque* Au 
iout de trente Jours , il lui reste un bénéfice de 6 fr. 7 5 c. 
Combien jr a^t-il eu de jours de travail et combien de jours, de 
paresse? — Réponse : Il y a eu i5 jours de travail et i5 jours 
de paresse. 

Problème xiii. Diophante^ l'auteur du plus ancien livre 
f Algèbre qui nous reste, passa dans sa jeunesse le sixième du 
temps qu'il Tjécut, un douzième dans l'adolescence ; ensuite il 
is maria , et passa dans cette union le septième de sa vie aug" 
nenté de 5 ans avant d'avoir un fils y auquel il survécut de 
{fins, et qui n atteignit que la moitié de l'âge où son père est 
parvenu. Quel âge avait Diophante quand il mourut? -^ Ré* 
poDse : 84 ans. 

Problème xiv. Hiéron, roi de Syracuse^ avait remis a un 
^ivre 10 livres d'or, pour faire une couronne qu'il voulait 
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offrir a Jupiêer, Le travail étant achevé y la couronne se trouva 
du poids de lo livres; mais le roij soupçonnant V ouvrier d* avoir 
allié de V argent a Vor^ vint consulter j4rchimede. Celui-ci y sa- 
chant que V or perd dans Veau les Sa millièmes de son poids y et 
que V argent y perd les 99 millièmes de son poids , détermina le 
poids de la couronne plongée dans Veau y et trouva quHl était 
de 9 livres 6 onces y ce qui lui fit reconnaître la fraude. On de- 
mande combien il y avait de livres de chaque métal dans la cou- 

ronne? — Réponse : 7 livres la onces— dor et % Imes 

35 , 
3 onces y- d argent. (Nous avons cru devoir conserver ici les 

anciennes mesures.) 

Problème xv. Deux personnes ont le même revenu; la pre- 
mière épargne chaque année le cinquième de son revenu , et la 
seconde y qui dépense 600 fr, par an de plus que la première y 
doit y au bout de 3 ans y 11^0 fr. Quel est le revenu commun? 
—Réponse : iioo fr. 

Problème xvi. Un père ordonne par son testament que sa 
fortune sera partagée entre ses quatre enfants de la manière 
suivante : Vaine prendra le tiers de V héritage y plus 4^00 fr.; 
le second prendra le quart de la part de V aîné y moins OLOoof; 
le troisième prendra la moitié de la somme des deux premières 
parts; alors il doit rester 3i5oo fr. pour la part du dernier. 
Quelle était la valeur de t héritage et la part des trois premiers 
enfants? — Réponse : LTiéritage était de 96000 fr.,raîné a eu 
36ooo fr., le second .7000 fr. et le troisième aiSoofr. 

Problème xvii. Un père ordonne par son testament qué 
Vaîné prenne sur Ihéritage, une somme a , plus la /i* partie 
du reste y que le second prenne sur ce qui reste ensuite uni 
somme aa, plus la n^ partie du reste y que le troisième prenni 
sut ce qui reste ensuite une somme 3a y plus la n^ partie dt 
reste y et ainsi de suite, V héritage du père étant partagé en en^ 
ûery tous les enfants ont la même part. On demande la *valeui 
de V héritage y le nombre des enfants et la part de chacnnl 
— Réponse : L'héritage est a {n — 1)% le nombre des enËintj 
est n-— I, et leur part a (n — i). 
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** Problèmes exigeant plusieurs inconnues. 

ProbiiEmb XVIII. Deux personnes ont jaU en commun une 
dépense de 8i francs. Il manque au premier^ pour payer cette 

dépense f les -^ de F argent du second ^ et il manque au second 

3 
les -^ de l'argent du premier. Quel est Fapoir de chacun P-^ 

Réponse : Le premier a 4^ ^* ^t le second 54 fr. 

Problème xix. Un homme y rencontrant des pauvres^ veut 
donner a 5 cent, à chacun; mais en comptant sa monnaie il 
i^ aperçoit qu'il lui manque pour cela io cent.; alors Une donne 
([ue 30 cent, à chaque pauvre^ et il lui reste 2 5 cent. Combien 
cet homme aidait-il de monnaie , et combien y avait-il de pau- 
ms? — Réponse : Il avait i fr. 65 cent., et le nombre des 
pauvres était y. 

Problème xx. Trois joueurs sont convenus qua chaque par- 
tie le perdant doublera F argent des deux autres. Après trois 
parties, chacun des joueurs n'en ajrant perdu qu'une^ se retire 
avec 120 fr. On demande la somme que chaque joueur avait en se 
mettant au jeuP-^-Kéf onse : Le premier, 195 fr.; le second, 
io5 fr.; le troisième, 60 fr. 

Problème xxi. Un nombre est formé de quatre chîjjres dont 
la somme est 1 1 ; & chiure des dizaines est égal à la somme 
des chiffres des centaines et des mille; celui des mille est 
igalh la somme de ceux des centaines et des unités; et quand 
on retranche 1728 du nombre demandé^ on obtient pour reste 
le même nombre renversé. Quel est ce nombre? — Réponse: 
325i. 

Problème xxii. La poudre à canon est composée de salpêtre^ 
d^ soufre et de charbon. Le mélange est tel que, sur loo kilog., 
le triple du salpêtre employé se trouve égaler 1 3 fois celui du 
éarboUf plus 5 fois celui du soufre y et que ^ fois le poids du 
ialpêtre "vaut 87 fois le poids du soufre , moins 7 fois celui du 
charbon. On demande la proportion du mélange? — Réponse : 
Sur 100 kil. de poudre^ il y a ^5 kil. de salpêtre, et i2,5 kil. 
tant de soufre que de charbon. 
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Problème xxiii. Un bataillon de 600 hommes occupe les 
quatre étages iTune caserne. Il y a au premier étage 2 fois au» 
tant d* hommes qu^au quatrième y et le nombre d^ hommes du 
second et du troisième réunis égale celui des hommes du pre- 

5 
mier et du quatrième réunis ; enfin, il jr a au troisième les - du 

second. Quel est le nombre d hommes à chaque étage ? ■— Ré- 
ponse : Au premier, 200; au second, i^S; au troisième, lâS; 
au quatrième, i.oo. 

Problème xxiv. Un homme ^ qui s^ est chargé de transporter 
des Doses de porcelaine de trois grandeurs y est contenu de 
payer y pour chaque Dase quil cassera^ autant quHl doit recevoir 
pour chaque Do^e rendu en bon état. 

On lui donne d'abord 2 petits vases y 4 moyens et 9 grands. 
Il casse les moyens y rend les autres en bon état y et reçoit 'x% fr. 

On lui donne ensuite 7 petits vases y 3 moyens et 5 grands; 
cette fois il casse les grands, et reçoit seulement 'i>fr. 

Enfin y on lui remet 9 petits vases y 10 moyens et 11 grands; 
il casse encore tous les grands y et ne reçoit que ^fr. 

Quel est le prix du transport d^un vase de chaque grandeur? 
— Réponse: Le prix est a fr. pour les petits, 3 fr, pour le^s 
moyens et 4 fr. pour les grands. 

Problème xxv. Trois billets, qui valent ensemble 2790 /r., 
ont été escomptés en dehors à ^ P^\q> Le premier est à 7 mois 
d'échéance y le second a 5 mois y le troisième à 4 niois. On a 
perdu sur le premier billet autant que sur les deux autres en» 
semble, et sur le second i fr. de moins que le tiers de ce quon 
a perdu sur les deux autres ensemble,. Quelle est la valeur de 
chaque billet? — Réponse : Le premier billet ya ut 1080 fr., le 
second, 720 fr., et le troisième, 990 fr. 



SECTION III. 

éqiUATtOlCS INOélBRmill^BS W PREMIBR DB6RÉ. 

izf. Nous avons dit (94) qu'un problème est indéterminé 
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lorsqu'il conduit à un certain nombre dequations renfer- 
mant un plus grand nombre d'inconnues, et qu*ak>rs il est 
susceptible de recevoir un nombre infini de solutions. Quel- 
quefois le problème indique certaines conditions qui ne sont 
pas susceptibles dune traduction algébrique, mais qui limi- 
tent le nombre des solutions : par exemple, on peut deman« 
der que les valeurs des inconnues soient entières, ou même 
entières et positives , etc. Nous allons examiner les principales 
de ces conditions. 

§ i^^ Résolution^ en nombres entiers^ de V équation générale du 

premier degré a deux inconnues. 

112. Cbercbons les solutions entières d*une équation à deux 
inconnues x et j, que nous supposerons ramenée à la forme 

ax+bjr:=c{i)^ 

a, i, étant des nombres entiers positifs ou négatifs. 

On voit d*abord que si a et & ont un facteur commun qui 
ne divise pas c , Téquation ne sera susceptible d aucune solu* 
lion en nombres entiers. Car soit d le Aicteur commun de a et 
de b^ en divisant les deux membres de Téquation par d^ on 
aura 

a b c 

Tl^'^d^ — d} 

or, si Ton ne donne à ^ et à / que des valeurs entières, le pre« 
mier membre, étant toujours un entier, ne peut égaler le se- 
cond membre, qui est fractionnaire; ainsi, dans ce cas, il n'y 
apas de solution entière. 

Supposons donc aexb premiers entre eux. 

Si le coefficient de lune des inconnues était lunité , il serait 
^cile de résoudre Téquation. Soit, par exemple, ar=i, alors 
on obtient immédiatement xz=,c — by^ d'où l'on tire, pour 
chaque valeur entière de /, une valeur correspondante de x 
entière aussi. 

Quand aucun des coefficients atl b n*est Tunité, voyons s'il 
^5l possible de ramener la résolution de l'équation proposée à 
(^etle d'une autre équation à deux inconnues, et dont lun des 
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coefiEicients soit lunité , ce qui ferait rentrer dans le cas pré- 
cédent. 

Soit a<b; prenant dans Téquation €LX+bjr:=.c\9L valeur 
de l'inconnue x censée avoir le plus petit coefficient , on 

obtient 

c — hjr . 



a 



divisant b par a, nommant q le quotient et rie reste, on aura 
bz=zaq+r; substituant à b cette valeur dans Téquation , il vient 

a ^ a 

Pour que la valeur de x soit entière , il faut que les deux 
parties dont elle se compose soient des entiers, quand on 
donnera des valeurs entières à / : or, dans ce cas , la partie 
— *£^sera toujours entière j il faudra donc choisir des valeurs 

entières de y^ telles que ^ soit un entier. Par conséquent, 

si Ton égale cette expression à une nouvelle indéterminée t, 
on aura 1 equadon 

c — ry 



a 



=:^, ott af-f-r;^ = c (2), 



dont les solutions entières en t et^ donneront celles de la pro- 
posée. Le reste r n'est pas nul, puisque a elb sont premiers 
entre eux. S'il était égal à i, la question serait résolue comme 
on l'a vu plus haut, dans le cas où le coefficient de lune des 
inconnues est égal à i. 

Comparant l'équation (2) avec la proposée, on voit quelle 
renferme également deux inconnues, mais affectées de coeffi- 
eieots moins forts , puisque r est < ^l et à plus forte raison < h. 

Prenant de même la valeur de l'inconnue^, qui a le {dus 
petit coefficient, il vient 

c — at 

Soit j' le quotient de la division de a par r, et r' le reste , 
nous aurons a = r^'+r', et par suite 
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c—{rq'-\-T^)t . . c—r't 



Pour que/ soit un entier, il faut, comme pluA haut , choûir 
des yalenrs entières de f , telles que soit un entier. Soît 

= ^ une autre indétennînée: on aura 

r(f+j^t—c, (3) 

dont les solutions entières en t et t' donneront celles de la 
proposée ; et si le reste r était i^ la question serait résolue. 

Lorsque ce reste r' n'est pas i, on opère sur l'équation (3) 
exactement comme on l'a fait sur l'équation (s) , et l'on en dé- 
duit une nouvelle équation r't"+r'Y=c, où r" est le reste 
de la division de r par r\ et dont les solutions entières en ^ et 
i' donneront celles de la proposée. 

Il est facile de voir que dans les équations successivement 
déduites de la proposée , les coefficients des indéterminées di- 
minuent de plus en plus , et sont précisément les restes succès» 
sifs quon obtiendrait en cherchant le plus grand commun 
di?iseur entre a et &; or ces nombres, étant premiers entt« 
eux, n'ont d'autre commun diviseur que l'unité, et aloni le 
reste qui précédait le diviseur i était de même i. Par consé- 
^enty en suivant la marche indiquée | on arrÎTen néoessaii»- 
ment à une équation entre deux indéterminées, donl Fuse 
aura l'unité pour coefficient. La résolvant par rapport à cette 
indéterminée t'\ par exemple, on éliainera par substituùoa 
toutes les indéterminées intermédiaires entre la dernière i' et 
les inconnues a: et jr qui seront alors des fonctions de/\ Don- 
nant à i' une valeur arbitraire entière^ on obtiendra pour ai et 
pour/ une valeur également entière ; et comme on peut donner 
à f une infinité de valeurs entières , il en^résultera pour x et 
pour/ une infinité de valeurs entières correspondantes. On voit 
d'ailleurs que l'élimination dispense de calculer les indéterr 
niinées intermédiaires. 

Il 3. On peut aussi démontrer h priori que l'équation 
(ix+bjr=c a nécessairement une solution entière, dès que a 
(t b sont premiers entre eux. La démonstration est fondée 
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sur ce que, si Von substitue à j les a nombres successifs o, i, 

a, 3 (a — i), et qu'on prenne les valeurs de x 

correspondantes , en effectuant la division par son coefficient 
a , on obtient a restes qui doivent tous être différents et plus 
petits que a : d'où il résulte que Tun de ces restes est nul, et 
donne pour :r une valeur entière, formanti avec la valeur cor- 
respondante de /, une solution entière. 

Il 4* Il est facile de trouver la loi des valeurs de x et de /. 
Car soit arrrra, J=?9 une solution entière; par cette substi- 
tution, réquation proposée devient Tégalité aa-f-&^z=:c, qui, 
retranchée de la première, donne 

a{x-a)+h{r—^)=o, d'où j=p+^^îLr:^. 

Or cette formule peut donner toutes les solutions de la ques*- 
tion , puisqu'à chaque valeur entière de x doit correspondre 

une valeur entière de r. Ainsi -^ — -, — - doit être un entier : mais 

o 

aett sont premiers entre eux; donc le second facteur (« — x) 

du produit a (a — x) doit être divisible par b (voy. notre Arith., 

n® 62 ), c'est-à-dire être un multiple de ô, tel que bt. On aura 

^onc 

-et si l'on donne à t toutes les valeurs entières possibles, on 
en déduira autant de valeurs entières pour x et j. Faisant 
tzzzoj on retombe sur la solution jr=oi, 7*= p. Donnant suc- 
cessivement à t toutes les valeurs i, 2, 3.« .,on aura, en joi* 
gnant la première solution, 

7=p,7=p— .a,7=p— 2a,jr=p=4a 

Donnant de même à t toutes les valeurs — i, — 2, — 3 • • • , on 

aura 

^=a — bj 4?r=:a — 2i, ^ = a — 3i, 

7=p+tf, jz=p + 2a, 7=p, + 3fl 

Concluons de là que les solutions entières de réquation 
ax + by==c sont les termes correspondants de deux progres- 
sions par différence , dont la raison est ^pour celle des valeurs 
de Xj le coefficient de y pris avec un signe contraire^ et^ pour 
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celle des ^valeurs de y, le coefficient de x , pris avec son signe. 

Ainsi les deux progressions sont Tune croissante et Tautre 
décroissante pour 1 équation ax + bjr=zc; car si elles croissaient 
en même temps, la somme or + é/ serait bientôt plus grande 
que c. Mais les deux progressions sont en même temps crois- 
santes ou décroissantes pour 1 équation aa: — byz=zc^ pour que 
la différence ax — by soit toujours la même. On voit donc qu'il 
est facile d'obtenir une infinité de solutions entières , dès que 
Ton en connaît une seule. 

Il 5. Remarques, i^ Si dans Téquation ajc + by=ic on a 
rizro, elle devient «a;+ij=o, qui est satisfaite par j:=o,/=:o. 
Alors les formules précédentes deviennent xz=zbt^ y:=Z'^at, 
On voit d'ailleurs bien clairement quil doit en être ainsi; 

car a et £ étant premiers entre eux, et x étant égal à ^ , une 

valeur entière de j ne peut donner une valeur entière pour x^ 
que dans le cas où cette valeur de/ est un multiple de a y ou 
bien de la forme «^: de même pour/ exprimé en fonction de x. 

a** Lorsque c est multiple de Tun des coefficients, a, par 
exemple, il est de la forme czzzam^ et Féquation devient 
ax + by:=iam , qui est satisfaite par/==o , ^=/7i ; alors les for- 
roules deviennent /= — at^ x=zni'\-bu 

3® On peut diminuer le nombre des transformations à ef* 
fectuer pour arriver à l'équation finale où l'un des coefficients 
doit être l'unité , lorsqu'on obtient une transformée dont la 

partie fractionnaire, qui est toujours de la forme , 

offre dans les deux nombres m et n un facteur commun pre- 
mier avec r. Soit, par exemple » mzzznid^ et ;»=/iW, l'expres- 
sion devient -^ ^-\ or, pour qu'elle soit entière, il faut 

nécessairement que r, qui ne divise pas rf, divise (/«' — /i'^); 

. . ,. , dm-^dn't , , . . , 

ainsi, au heu de poser zzzt , on écrira simplement 



/ If 

;=/, où n' est évidemment </i. 

r 

4^ Lorsque le coefficient de l'inconnue, dans la partie frac- 
M. AiiCiBRE. 8 
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tionnaire , est tel que sa division par le dénominateur donne 
un reste plus grand que la moitié de celui-ci, on diminue encore 
les transformations, en prenant le quotient par excès d*une 
unité, ce qui donne un reste négatif, mais plus faible en va- 
leur absolue que le reste positif résultant du quotient pris 
par défaut comme à Tordinaire. Un exemple donné plus loin 
(i2i) fera reconnaître l'avantage de cette manière d'opérer, 
qui n'a pas besoin de démonstration. 

S a. Résoltdion^ en nombres entiers positifs^ de r équation géné^ 
raie du premier degré a deux inconnues. Principes sur les ine^ 
galités. 

II 6. Quand on ne veut admettre que les solutions entières 
et positives de l'équation aX'\'bjr^=:Cf il est facile, après avoir 
opéré comme dans le cas précédent, de déduire des mêmes 
formules x:=z a+ bt^ /=P — ■ at, les limites des valeurs entières 
qu'il faut donner à la dernière indéterminée t^ pour que x et y 
soient positifs. 

I® Supposons d'abord a et 6 de même signe ou plutôt po- 
sitifs, car s'ils étaient tous deux négatifs en changeant les 
signes, on aurait cu: + by=^ — c, ce qu'on ne veut pas ad- 
mettre. Alors pour que x ely soient positifs, il £Eiut qu'on ait 

*—— et S 

à la fois«4-0'>oou r> — T-,etp — a^>oou f<-. Ainsi 

o a 

Tune des limites est par excès, et l'autre par défaut, de sorte 
qu'on ne peut prendre pour t que les nombres entiers inter- 
médiaires entre ces deux limites.' Les limites sont comprises 

B 
eUesHQémeft dans ces valeurs de ty car si /=: - supposé entier, 

on aura/ 33 o. On voit, en outre, que les valeurs de xetàey 
Tont les unes en croissant) les autres en décroissant^ comme 
Fexige l'équation proposée. 

Examinons maintenant les trois circonstances différentes que 
peuvent ofirir les limites. 

D'abord on ne peut avoir aucune solution , et par consé- 
quent la question est absolument impossible^ lorsque les limites 
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sont contradictoires, comme par exemple |f<iS-et^>X2^; 

6 a 

car on aurait alors- < — .r ou aa + b^<o^ ce qui ne peut 

être, puisque a et ^ devant satisfaire à la proposée, on a në- 
cessairement aa + *p = o, quantité positive. 

Lorsque la différence entre les limites est < i, il peut arriver 
qu'elles ne comprennent pas entre elles de nombre entier, 

A fi 
comme, par exemple , les limites - et - ; alors la question est 

impossible. Mais si elles comprennent un nombre entier, 

fi 8 

comme les limites - et -, la question admet une solution. 

Enfin , lorsque la différence entre les limites est > i^ la ques- 
tion peut admettre, selon le cas, une ou plusieurs solutions. 

2^ Si a et & ont des signes contraires , comme dans Téquation 

hy-^axzznCy les formules deviennent a? r=:dt+3f,^ =P4-a^ 

Alors il faut quon ait à la fois (iL + bt>o et §+^^>o, 

a S 

ou bien / > ^ et ^ > - ; or Tune des limites étant comprise dans 

l'autre, c'est comme s'il n'y en avait qu'une seule. Donc x tiy 
croissent ensemble indéfiniment , à partir des valeurs eorres- 

a 

pondantes à ^ == - , si c'est un hombre entier ; dans le cas con- 

a 

traire, le nombre entier immédiatement supérieur est la pre- 
mière valeur qu'on peut donner à t. 

117. Remarque L Si dans l'équation (uc + bj':s2cles nom- 
bres Uy b, c sont positifs , et que chacun des coefficients a, b 
soit >r, il n'y aura évidemment aucune solution entière «t 
positive. 

Lorsqu'un seul des coefficients est > c, il ne peut y avoir de 
solution entière et positive que si Tautre coefficient est un divi- 
seur de ^ , et alors il ne peut y en avoir qu'une : car soit b>Cf 

c • • • 

si Ton fait /so, il vient J7=:-, solution positive entière, si 

c b 

fl divise c; si l'on feit seulement r=s i, on a 0? = —*- , va- 

leur négative. 

8. 



r 
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La même remarque n'est pas applicable à Téquation 

ax — by=zc. 

1 18. Remarque IL Nous avons parlé (i i6) d'une auxiliaire t 
à déterminer de manière qu'on ait oL+bt>Q. Ceci nous conduit 
naturellement à examiner les propriétés les plus essentielles des 
inégalités. 

Tant que les inégalités ne contiennent que des quantités 
toujours positives, et ne sont combinées qu'avec des quantités 
positives , on peut leur faire subir les mêmes transformations 
qu'aux équations , sans changer le sens des inégalités primitives. 
Mais quand elles contiennent des quantités négatives , il faut 
prendre certaines précautions , pour éviter les transformations 
inexactes. 

La considération des quantités négatives (17) montre que les 
deux inégalités a>beta — b>o expriment toujours les mêmes 
conditions , quels que soient les signes de a et de b. De là ré- 
sultent les principes suivants : 

I® Une inégalité n'est pas troublée quand on ajoute à ses 
deux membres ou quon en retranche la même quantité. Si l'on 
a donc a > 6, on aura de même adoobdzc. 

D'où il suit que pour transposer un terme d!un membre dans 
Vautre^ il faut V écrire dans celui-ci apec un signe contraire à 
celui dont il était affecté; et que si Von change le signe de tous 
les termes y il faut reniferser le signe de U inégalité. 

a® Une inégalité n^est pas troublée , lorsqu'on multiplie ou 
qu'on dii^ise les deux membres par une quantité positiife. 

Ainsi àea>b on déduit am>bmy et de — a> — b on dé- 
duit — am > — • bm. 

D'après cela on peut faire disparaître les dénominateurs 
d'une inégalité , comme pour les équations. 

3" Une inégalité doit être prise en sens contraire quand on 
multiplie ou qu'on divise les deux membres par une quantité 
negatiife; et il faut alors renverser le signe de V inégalité. 

Car cela revient à multiplier ou à diviser les deux membres 
par la valeur absolue de la quantité , et à changer ensuite le 
signe de tous les termes. 
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Il résulte des trois principes précédents qu'on peut résoudre 
une inégalité renfermant une quantité inconnue au premier 
degré , de la même manière qu'on résout une équation en dé- 
gageant la quantité inconnue, c'est-à-dire en transformant 
rinégalité primitive en une autre, dont la quantité inconnue 
occupe un membre et les quantités connues l'autre membre. 

Par exemple , si l'on a l'inégalité 

on en tire successirement 



5j?- 


3 

4 


3- 


a 


60a? ■ 


— £F> 


36- 


.8, 




5i*> 


a8, 






x> 


a8 
5i* 


• 



a8 
Ainsi le nombre •=- est la limite inférieure des valeurs de x» 

S 3. Problèmes dont la solution dépend d* une équation du premier 

degré à deux inconnues. 

119. Problème i. jé l'époque de la fête d'une ville, les mi» 
litaires et les bourgeois ont réuni une somme dé looo /r. pour 
donner un bal aux dames. Les militaires ont payé chacun jgjr. 
et les bourgeois li /r. Combien y avait^il de militaires et de 
bourgeois? 

Soient x le nombre des militaires et/ celui des bourgeois; ces 
nombres seront évidemment les Mutions entières et positives 
de lequation 

19x4- i3/= 1000. 

Prenant la valeur de /, puis extrayant les entiers , on a 

1000 — iga? ^ la — 6x 

^= — 13-^=76-^+ -75 — 

Comme s — =-^ — s — ' • en profitant de la remarque 

i3 i3 ^ 
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£nte pliu haut (iiS, n^ 3), U suffit » p6ur que y soit entier, de 
ffixTt ■ ^ =r:^, ce qui donne j?z=a— i3r, et par conséquent 

j = 76 — or + 6^ = 74+ ig^ 
Pour que s soit positif , il faut et il suffit qu'on ait i3^< a, 

ou << — ^; et pour que y soit positif, il faut et il suffit quon 

74 r ' 

ait 74+i9^>o, d'où i9^> — 74» ou ^>— ^— , ou enfin 

19 
Ainsi Ton devra prendre pour t l'une des valeurs 

^=0, ^ = —1, ^ = — a, r= — 3, 
ce qui donne pour j: et / les valeurs correspondantes 

â? = 2) i5, a8, 4i 7 

7 = 74, 55, 36, 17. 

n y a donc en tout seulement quatre solutions : 

i'*. — a militaires et 74 bourgeois, 

a^ — i5 nvilitaires et 55 bourgeois, 

3^ -— a8 militaires et 36 boui^eois, 

4^. — 4i niilitaires et 17 bourgeois. 

I ao. Problème 11. Trouver un nombre tel qWen le cUifisant 

par 7, on ait 3 pour reste ^ et qu'en le dwisant par 5 , on ait i 

pour reste f 

Soient N le nombre cherché , x le quotient de N par 7, et y 
celui de N par 5. On aura N = 7:r + 3 , et N= 5^ + i , d'où 
résulte l'équation 70: + 3 = 5/ 4- i , ou 5/ — 75; = 2. 

Prenant la valeur de /, qui a le plus petit coefficient , on a 



Faisant — 3 — =f , il vient ^=5^ — i, et par suite /ss^l^-^i, 

d'où l'on déduit pour N la formule N = 35#*— 4* 

On voit qu'en donnant pour valeurs à ^ la suite des nom- 
bres naturels depuis i jusqu'à l'infini , on aura pour N autant 
de valeurs endères et positives qw seront les termes d'une 
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progression par différence croissante à Tinfini , et dont la raison 

est 35. 

121. Problème m. On demande de trouver deux nombres tels 
que si Von ajoute 8 au produit du premier par ly, et qu'on re- 
tranche de cette somme le produit du second par 49» le reste 
soit zéro ? 

Soient x et y ces nombres , on aura 

8-f- 17a?— •49/== o» on bien lyx — 497=— "8, 

dou j;=:-î^£ . Chr 2^=aH > 

17 17 17 

, . i5r— 8 

on aura donc x:=z ar + — ^^ » 

et il faudra poser — ^ = t, 

^ »7 



Mais si , au lieu de prendre par défaut le quotient de — 

égal à a, ce qui donne le reste positif iS, on prend par excès 
le quotient 3, on a le reste négatif — a, et par conséquent 

— = 3 — • — , d*où résulte Téquation or := 3r — ^-^ ; et 

17 17' ^ -^ 17 ' 

alors îl suffira de poser -^^- z=.t. Mais comme-^^^ =a — — ^t 

^ 17 17 17 

il suffit enfin de poser "^^ =:t, doù rontire/=i7^-— 4i 

et par suite 

J7=3(i7^ — 4) — 2t=:49^ — 12, 

II r^ulte de là qu'on ne peut donner à t aucune valeur né- 
gatWe , mais que l'on aura ^ et / entiers et positifs , si Ton prend 

ï> -j- , c'est-à-dire , si l'on donne à t pour valeurs la suite des 

nombres naturels depuis i jusqu'à l'infini. 
Les valeurs de a? et de / correspondantes à 

^=1»»»?» 

sont :i: = 37, 86,i35, 

^=i3,3o,47, 



I30 ALGEBRE. 

et formel) t ainsi deux progressions par différence, dont la raison 
est 49 pour Tune et 17 pour l'autre. 

Voici plusieurs exercices de calcul. 

Problème iv. De combien de manières peut^on payer i5o /r. 
aifec des pièces de 20 fr. et de ^fr, ? — Réponse : de 7 manières 
qui correspondent aux deux progressions dont les termes sont 

I, 2, 3, 4 9 ^9 69 79 pour les pièces de 206*./ 
26, 22, 18, 14, 10, 6, 2; pour les pièces de 5 fr. 

Problème v. De combien de manières peut^on payer iSo/r,, 
en donnant des pièces de 20 fr, et en recei^ant en échange des 
pièces de 5 fr,? — Réponse : on peut donner en pièces de 20 fr. 
la suite des nombres naturels à partir de 8 jusqu'à Tinfini. 

Problème vi. Les souS'o/Jiciers et soldats d'une compagnie 
reçoii^ent une certaine gratification ; chaque sous'officier a 25 fr,j 
et chaque soldat i fr. ; les soldats reçoiifent ensemble 1 1 fr. de 
plus que les sous-officiers. Combien y a^t-il de sous^officiers et 
de soldats? — Réponse : on a pour les nombres de sous-officiers 
et de soldats les termes correspondants des deux progressions 

I9 2, 3, 

36, 61, 86, 

Problème vu. Le cycle solaire et le cycle lunaire formant y 
dans le calendrier Julien y le premier y une période de 2S ans y et 
le second y une période de ig ans y qui ont commencé ensemble 
407 ans avant F ère chrétienne , trouver en quelle année on a eu 
ifj de cycle solaire et 6 de cycle lunaire Ç^)? — Réponse : ce 
sont les années 176, 708, 1240, 1772 , en valeurs positives. 

S 4« Résolution , en nombres entiers , ou en nombres entiers po- 
sitifs y de plusieurs équations du premier degré renfermant un 
plus grand nombre d'inconnues. 

122. Proposons de résoudre en nombres entiers positifs les 

deux équations 

3a:+5j+4z = 49, 

yx — 7/ + 6z = 23. 

(*) Voyez, pour plus de détails sur les cycles, notre Cosmographie, 
%^ édition, n^ 98 et lai. 
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Pour ëlimiDer j3, on multiplie la première par 3, la seconde 
par 2 , et Ton retranche la seconde de la première , ce qui donne 
29jr— 5x= loi , dont les valeurs entières de a: et de/ doivent 
cooyenir aux deux proposées. L'équation résultante étant ré- 
solue , comme on la expliqué , donne 

2or — loi ^ ^ Ar — i 

5 5 

Posons ^^^ — =t^ il vient y = ^H 7- • Faisant— ^ =f' 

on en tire t=4^ — i, et par suite/ = St' — i« jrrzap^ — 26. 
Les valeurs de a? et de / doivent, en outre, satisfaire aux deux 
proposées , de Tune desquelles tient seulement lieu Féquation 
d'où elles sont déduites (87). Il faut alors les substituer, dans 
Fune des proposées , la première , par exemple , ce qui donne 

ii2f' + 43 = i3a, 

ou, en divisant par 4» ^^t' + js == 33, et z = 33 *- a8f'. Les va- 
leurs des inconnues en fonction de i' sont donc 

a7=a9^'"— a6, 7 = 5^ — i, z = 33 — aS/'. 

On voit qu'il y a une infinité de solutions entières; mais si 
Ion veut encore qu'elles soient positives, il faut prendre i^ de 
manière qu'on ait à la fois 

26 
2qt' — 26>o, d'où t*> — » 
^ ap 

5r'— i>o, d'où *'>=->* , 

5 

33 — a8r>o, d'où t'<^- 

ao 

Il est clair qu'on ne peut faire que ^'=1, ce qui donne la 
seule solution entière et positive ^=z=3, / = 4i ^ = 5. 

n3. Reprenons maintenant le problème n^ lao, en ajou- 
tant de nouvelles conditions , ainsi qu'il suit : 

Problème viii. Trouver un nombre tel qu'en le divisant suc- 
^^smment par 7, par 5 , par li et par 17, les restes soient 
Tetpectipement i3, 1, 4 ^^ 5? 
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Nommanto;,;^, js, v^ les quotients successifs, on aura 

et par conséquent 

7:f+3=5/+i, 57+i = i3^-f-4, 574-1 = 17-2^ + 5, 
ou bien 5j — 7J?=2, ^jr — 13^ = 3, 5r — 17^=4; 

ce sont les trois équations qu'on doit résoudre. 

Quand on n'avait que la première , les valeurs de x et de y^ 
exprimées au moyen de l'indéterminée t^ étaient 

^ = 5^— • 1,7= 7^ — I, 

et Ton pouvait donner à t toutes les valeurs entières et posi- 
tives possibles, qui fournissaient autant de solutions de la 
question. Mais comme les valeurs de y doivent satisfaire à la 
seconde équation qui contient une autre inconnue z, il faut 
éliminer / en y substituant sa valeur, ce qui donne 

35^— 132=8, d'où z = 2r + ^i^; 

posant ^ ~ =«', i! vient gr = i3^'4-8, d'où /=^+ zLlt£2; 
posant enfin = t", on a ^'=9^" — 2, et par suite 

^=i3<"— 2, z = 35^"— 6, 7=91^—15, ^=65t"— II. 

Si l'on n'avait que les deux premières équations, on pourrait 
encore donner à t" toutes les valeurs entières et positives pos- 
sibles; mais comme y entre dans la troisième équation qui 
contient encore une autre inconnue v^ il faut, comme tout à 
l'heure, en éliminer / par la substitution de sa valeur en 
fonction de t" ^ ce qui donne 171; = 4^5^" — 79, d'où 

^j. , i3/" — II «, \Zf — II „ ., . 

i;=26^'— 4H . Posons = f , il vient 

17 17 

t -=11 H 5 — : faisant = =^ , on a 

i""_3 i**' 3 

^'^=3^"" — 2 H 7 — ; posant enfin — - — = 9, on trouve 
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saccessivement 

r=4e+3, r=i3ô + 7, ^"=176+10, ti=4550+a63, 
^=5958-4- 344, 7=154784-895, ^=iio58+639. 

Substituant aux inconnues leurs valeurs dans l*une des quatre 
expressions de N , on trouve 

N= 7735 8 + 4476. 

Le plus petit nombre qui satisfait aux conditions | et qui cor- 
respond à 8 = 0, est 4476. On voit que les valeurs de N sont 
les termes d'une progression par différence croissante à Tinfini, 
fit dont la raison est 7735. 

Remarque^ Ces exemples suffisent pour montrer comment 
on doit opérer dans tous les cas analogues, 

124. Supposons maintenant qu'on ait deux inconnues de 
plus que d*équations, la question sera encore plus indétermi- 
née; mais on peut, comme précédemment, limiter le nombre 
des solutions en n'admettant que celles entières et positives. 

Soit d'abord l'équation à trois inconnues , 5^+47^+3z=2p, 
dont on demande les solutions entières et positives. La résol- 
vant par rapport à l'inconnue z qui a le plus petit coefficient| 
il vient 

29 — 47* — 5-^ a*— 7 — 20? 
z=z g :=:9-x^x+ g • 

Posant 



2 — y — aa? 

3 — ^' 



on en déduit 7=2 — 2J7 — 3^ 

et par suite 2=7 + ^ + 4^. 

Ainsi l'on peut donner à a: toutes les valeurs entières et 
positives, et à ^ toutes les valeurs entières qui satisfont aux 
deux inégalités 

2 — ao; — i3^>o, (i) 

^ 7 + j: + 4'>^- (2) 

Multipliant les deux membres de la seconde inégalité par a, 
il vient i4 + 20? -f- 80 o. Ajoutant cette inégalité à la pre- 
'^ere, la somme des premiers membres sera à plus forte raison 
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plus grande que zéro. Alors x est éliminé , et Ton a 

a— 3^+i4 + 8f>o, ou i6+5<>o, doù ^>— 3t7- 

Éliminant de même t entre les inégalités (i) et(a)^ en multi 
pliant la première par 4^ la seconde par 3 et faisant la somme, on k 

29 — 5j:>o, d'où ^<-^ ou x<^-=* 

Ainsi les seules valeurs entières et positives qu'on peut don- 
ner à X sont X, 2, 3; 4» S* 

Mais rinégalité (i) montre qu'on ne peut donner à t que des 
valeurs négatives, car si Ion faisait seulement f =z=o, et 07= i. 
cette inégalité ne serait pas satisfaite; Tinégalité (a) niontx< 
qu'on ne peut prendre t plus petit que — a, car si l'on prenait 
f = — 3, en faisant même 0;= 5 , cette inégalité ne serait pas 
satisfaite. Ainsi l'on ne peut donner à t que les valeurs néga- 
tives — I et — a. 

Ces valeurs , substituées dans les expressions de y et de z^ 
les rendront seulement fonctions de j?, et l'on déterminera 
aisément les valeurs correspondantes aux 5 valeurs qu'on peut 
donner à x. 

Le premier système de ces valeurs est 

^=1,7- = 3, ^=4, 

qui satisfont en effet à l'équation proposée. 

laS. Proposons-nous maintenant, pour dernier exemple, 
de résoudre I en nombres entiers positifs, les équations 

4^ + 5/4- 3;3 + an = 47, 
iij:+3/ + 7J5+3a=8a. 

Ce qu'il y a de plus simple pour éliminer une inconnue, est 
de multiplier la première par 3 et la seconde par a, et de re- 
trancher la première de la seconde, ce qui éliminera m. 

On trouve pour résultat l'équation 

10^ — 97 + 5;3 = a3. 
Prenant la valeur de js, qui a le plus petit coefficient, il yieni 

3+4/ 
«=4 — aa?+>-H —-. 
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3 + 4r t — 

Faisant — =-^ =^, on a /=:IH j- 

3 4 



Posant ensuite — -—=<', il vient ^=4^' 4- 3, et la substi- 

4 
tution donne 

j=5t'-|-3, 2 = io — aj: + 9^'. 
Substituant ces valeurs dans la première des proposées) on 

en tire tf=i+a: — a6£'. 

On a donc les trois équations 

tt=i+x — aôi', j3=io — aj:+9i', j = 5l'+3, 

qui donnent les valeurs de ii, de js et de^ exprimées en fonc- 
tions de X et d*une indéterminée t\ 

CoDjme toutes les inconnues doivent être positives , il faut 

3 
qu'on ait 5/'+3>o, doù t' > — ^, ce qui donne o pour li- 
mite inférieure de t'. On aura la limite supérieure en remar- 
quant qu*on doit avoir 

i+x — a6t' > o et lo — aa: + Qt' > o. 

Multipliant la première inégalité par a et l'ajoutant à la se- 
conde, à plus forte raison la somme sera plus grande que zéro; 
alors X disparaît et il vient 

la — 43^' >o, doù ^'<4ï' 

40 

Donc la limite supérieure de l' est également zéro ; ainsi Ton 

a nécessairement ^' = o, ce qui donne 

u=i 4-^, j3=io — aar,/=3. 

Pour que la valeur de z soit positive , il faut qu'on ait 

lo — ax>o, d'oùx<5. 

Ainsi l'on ne peut prendre pour x que les nombres o^ i , a, 3, 4* 
Par conséquent , les seuls systèmes de valeurs qui satisfont aux 
équations proposées , sont les cinq suivants : 

:i;=:o, jci^iy jr=ra^ j; = 3, jt:=4) 

7=3, 7 = 3, r=^y 7 = 3, r = 3, 
z=io, 2 = 8, 2 = 6, 2 = 4> 2 = a, 
{<=zi, u = a, E< = 3, <i = 4> tt = 5. 
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D'après ce qui précède ^ on verra facilement comment on 
doit s'y prendre pour trouver les solutions de inéquations entre 
I7f + 2 inconnues , ou , en général , de m équations entre m-\-n 
inconnues. 

Nous engageons le lecteur à résoudre les deux problèmes 
suivants : 

Problâmb IX. Un fermier achète loo pièces de volaille pour 
loo fr, y saifoir : des oies à i fr, Vi ^^ pièce y des poules à 
I fr. Ys } ^^ ^ pigeons a Va /''• Combien y ai^ait-il dHndwidus 
de chaque espèce? 

Réponse : Oies, 5, lo, iS. 

Poules, 4^9 ^4) 6* 
Pigeons, 53, Q>^^ 79, 

Problème x. Trouver un nombre de quatre chiffres , tel que 
le premier chiffre à gauche ajouté au dernier donne 8 , que le 
second ajouté au troisième donne 7, que le premier plus le troi- 
sième égalent ensemble les Y3 de la somme des deux autres , et 
que la somme des quatre chiffres soit i5? 

Réponse : 1257, a346^ 3435, 4^24> 56i3, 6702. 
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PUIS8ANGB8 ET RAGINBS DU 6BGONB DBGRti. 



S x^*^. Double valeur de la racine carrée. Origine des racines 

imaginaires. 

126. Nous avons vu en Arithmétique (n^97 et 98) qu'on 
forme le carré d'un nombre en le multipliant par lui-même , et 
que réciproquement si Ton extrait la racine carrée du produit, 
on retrouve le nombre primitif. Cette racine carrée n'a qu'une 
seule valeur, parce qu'en Arithmétique on considère les nom- 



PniSSANCES ET RACINES DU SECOND DEGRE. lay 

bres seulement sous le point de vue de leur valeur absolue , 
et que par conséquent on les regarde tous comme positifs. 
Mais il n'en est pas de même en Algèbre , où Ton envisage 
les quantités comme pouvant être positives ou négatives, 
et Ion a vu ( 22 ) qu'en multipliant par elle - même une 
(piantité, soit positive, soit négative, le produit est toujours 
positif. Par conséquent une quantité positive a deux racines 
carrées , l'une positive et l'autre négative , dont la valeur abso- 
lue est la même. Par exemple , le nombre 36, qui est le carré 
de 6, est également celui de — 6 ; 36 a donc deux racines car- 
rées +6 et — 6. En outre , tout nombre plus petit ou plus 
grand que 6, pris avec le signe + ou le signe •*-, donnant un 
carré plus petit ou plus grand que 36, ce dernier nombre ne 
peut donc avoir d'autres racines carrées que + 6 et — 6. 

Ces mêmes considérations s'appliquent aussi bien à une 
quantité littérale A. En effet, si a représente une certaine 
quantité dont le carré soit A; comme A est à la fois (22) le 
carré de -H a et de — a, ces valeurs sont donc les deux racines 
carrées de la quantité A, qui ne peut d'ailleurs en admettre 
aucune autre, puisque dans toutes les suppositions particu- 
lières , la valeur numérique de A ne peut avoir que deux racines 
carrées, l'une positive, l'autre négative, qui sont nécessaire- 
ment les valeurs des deux quantités +a et — a. 
On peut encore le démontrer de la manière suivante : 
Toutes les racines carrées de A doivent évidemment vérifier 
1 équation a;'=A, et par conséquent ne peuvent être autres 
que les valeurs de a: fournies par cette équation. Si donc a est 
une certaine quantité dont le carré soit A, on auraa'=A^ et 
par suite ;r*=^' ou x^ — a'=: o, qui peut (4o) se mettre sous 
la forme (a: — a)(a: + a)=z o. Or, si le facteur a: — a est zéro, 
réquation est satisfaite et l'on a or = a. Si le facteur x — a 
est différent de zéro, en divisant de part et d'autre par x — a, 
il vient 

0? + a=: = 0; d'où Ton tire 0: = — a. 

x — a 

Ainsi l'équation a:'=A n'est satisfaite que par les deux va- 
leurs a: = -i-«, :p;=— a, qui sont donc les deux seules racines 
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carrées de A. On les écrit conjointement Hha ou =k: i^Â 
Donc, toute quantité a deux racines carrées égales et di 
signes contraires j et ne peut en avoir davantage. 

Remarque» On désigne , en général, les deux racines carrée 
d'une quantité A par l/^Â > qui indique en effet que la racin< 
peut être positive ou négative ^ et c'est seulement lorsqu*oi 
veut limiter le sens de l/â à Tune des deux valeurs qu'oi 
écrit ± l/Â. 

lay. Toute quantité, positive ou négative, ayant nécessaire- 
ment un carré positif, il en résulte qu'une quantité négative 
ne peut être un carré, ni par conséquent avoir de racine car 
rée. C'est ce qu'on énonce algébriquement en disant que Je 
racine carrée d'une quantité négative est imaginaire. Par oppo 
sition, l^s quantités positives ou négatives sont dites réelles 
Quoique les quantités imaginaires n'existent pas, comme 
leur nom l'indique, on a néanmoins occasion de les considérei 
en Algèbre, aussi bien que les quantités réelles; et souvent oi 
les décompose en deux facteurs dont l'un est réel , et l'autn 
égal à l/I^. Prenons pour exemple le radical imaginaire \/ — A 
A étant une quantité positive par elle-même. Celle-ci devant 
avoir deux racines carrées ^réelles, soit a l'une d'elles, on 
aura a'=:A, et l/— a=V^— «'. Or i/ZISï = l/a»(— i) ; donc 
si Ion pose l/II7 = a:, d'où :r'=:( — i), il vient i/^a2(-y; 
= V^o»jr» = ar, ou bien a\/1I^ en substituant à ^ sa yaleur. 

Donc l/--fl*=:tfV/'Z7. 

On voit , en outre , que les deux racines carrées de — ^A sont 
±al^iri, puisque tout radical carré conjporte le double 
signe ±. Mais d'après la remarque précédente (126) il sufEt 
d'écrire en général a i/Hï. 

S a. Carré et racine carrée des monômes, 

128. Le carré d'un mbhôme s'obtenant en le multipliant par 
lui-même, on peut conclure de la règle donnée plus haut (34) 
pour la multiplication des monômes , que 

Pour faire le carré d^un monôme ^ il faut élever son coefficient 
au carré ^ et doubler les exposants de chaque lettre. 
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Ainsi Çj a'bc-y= ^ «•*'(?*. 



Réciproquement, pour extraire la racine carrée d'un mO" 
nômej il Jaut prendre la racine carrée du coefficient^ et diifiset 
par a l* exposant de chaque lettre. 

Ainsi vW^' = I «*•• 

Lorsque le coefficient n'est pas un carré, ou que le monôme 
renferme des lettres affectées d'exposants impairs, on peut sim- 
plifier le radical en décomposant le monôme en deux facteurs, 
dont l'un soit un carré parfait. Alors on extrait la racine de 
celui-ci , et l'on indique celle de l'autre facteur. 

£n effet, soit par exemple le radical X/Ttl^Bh* On a 

Or si Ton pose v^^=jr, d'où 2ac=::r% le radical devient 
V i6a»*»jc» = 4^bx OU bien ^^bi/ââcf en substituant à j; sa 
valeur. Donc V^32a^b*c = ^ab\/'^. 

Remarque. Nous n'indiquons pas de signe aux racines, parce 
qu'elles doivent toujours être prises avec le signe dz. D'ailleurs, 
({uand la racine renferme encore un radical qu'on n'a pu faire 
disparaître en la simplifiant, ce signe indique suffisamment les 
deux valeurs de toute la racine (1126, rem.). Ainsi l'expression 
^bv^'iâc est aussi générale que dz ^abi/^. 

129. D'après la règle donnée pour la multiplication des frac- 
tions (Sp), il est évident que 

Pour former le carré d^ une fraction ^ il faut élever ses deux 
termes au carré. 

Réciproquement, pour extraire la racine carrée d'une frac* 
ion y il faut prendre la racine carrée des deux termes. 

^ . y/ i6a*b^ 4a^b 

I ^ nSc^d^ 5cd 

Lorsque le numérateur et le dénominateur d*une fraction , 

dont on demande la racine , ne sont pas des carrés, on simplifie 

ordinairement l'expression (comme dans notre Arith., n*' 108) 

en multipliant les deux termes par le plus simple dés facteurs 

lui peuvent rendre le dénominateur un carré. 

M. Aloeb&e. 9 
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5a'c 
Soit, par exemple, la fraction —^ . Gomme 1 8 = 3 \ «, il est 

clair que ce nombre multiplié par 2 doit former un carré ; de 
même b devient un carré ^ si on le multiplie par b. Diaprés cela, 
on multiplie par 2b les deux termes de la fraction, ce qui donne 

- /^a'c • /loa^bc \/Tôc^bc d^iobc a . — -- 

^ lÛ — ^ "364^— 6i ^ eb -Q^^^' 

5 o. Carré et racine des polynômes, 

1 3o. Si l'on veut former le carré d'un polynôme quelconque 
a 4- i 4- c 4- ^> on pourra toujours le bonsidérer comme un bi- 
nôme j en regardant la somme de tous les termes , excepté le 
dernier, comme n'en faisant qu'un seul ; de sorte que la ques- 
tion se réduit à faire lé carré d'un binôme. Or, d'après la règle 
donnée plus haut (Sp), on a 

Pour former le carré de a+J -{-£?, si l'on regarde de même 
{à •+■ fc) tomme uii seul terme, on a 

En6n {a 4- *)"=a"4-2a*4- A'. 

Donc en substituant ces valeurs, il vient 

(a 4-ft + c4-«^'= «•+»«*•+- A' 

+ a(a+A+c)rf4-rf*, 
ce qui donne la règle suivante : 

RÈGLE GÉNÉRALE. Vour faire le carré d^un poiynAme^ il faut 
ojcmZer eAsemble le carré du premier terme ^ ie double produit 
du premier terme par le second ^ le carré du second ^ le double 
produit de la somme des deux premiers termes par le troisième , 
le carré du troisième y le double produit de la somme des trois 
premiers termes par le quatrième^ le carré du quatrième^ ainsi 
àe suite. 

Si l'on effectue les opérations indiquées, il est facile de voir 
que 

Le carré d^ un polynôme égale la somme des ^carrés de tous les 
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termes^ plus tous les doubles produits de ces termes pris deux à 
deux, 

i3i. Soit maintenant à extraire la racine carrée d'un poly- 
DÔme quelconque P. Supposons que pour former le carré de 
la racine , on Tait ordonnée suivant les puissances décroissantes 
d une lettre jt, alors le carré se sera trouvé ordonné de la même 
manière par rapport à x. Mais il résulte de la règle précédente 
que le premier terme n'aura pas subi de réduction. Donc le 
premier terme du polynôme P^ ainsi ordonné, est le carré du 
premier terme a de la racine représentée , je suppose , par 
û+i+c-H etc. Par conséquent, on obtient le premier terme a 
en prenant la racine carrée du premier terme de P. 

Or, si du polynôme P on retranche son premier terme ou le 
carré a', le reste R devra encore contenir le double produit du 
premier terme a de la racine par le second b^ plus le carré du 
second, plus etc. En outre, il est clair que le double produit 
uh est celui de tous les termes qui renferme la lettre principale 
•r avec le plus haut exposant, et doit être ainsi le premier terme 
de R. Donc si Ton divise ce premier terme de R par ^a ou le 
double du premier terme de la racine, on aura son second 
terme b. En retranchant du premier reste R le produit t^ab^ 
plus le carré &*, le second reste R' contiendra le double pro- 
duit de la somme a + b des deux premiers termes de la racine 
par le troisième, plus le carré du troisième, plus etc. En rai- 
sonnant sur le second reste R' commte sur le premier R, on di- 
visera le premier terme de R' par le double 2a du premier 
terme de la racine , ce qui donnera son troisième terme c. En 
retranchant du reste R' le double produit de {a-\-b) par c, on 
aura un troisième reste R" dont le premier terme sera encore 
le produit du premier terme ia de la racine par le quatrième, 
qu on obtiendra donc en divisant le premier terme de R" par 
2a. Ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait obtenu tous les termes 
de la racine, et par conséquent épuisé tous ceux du polynôme 
P, qui est le carré. Le même raisonnement s'appliquerait iden- 
tiquement au cas. où le polynôme proposé et sa racine se- 
raient ordonnés par rapport aux puissances croissantes d'une 
même lettre. 
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On voit qu'on suit, pour extraire la racine carrée d'un po- 
lynôme, exactement la même marche que pour les nombres 
(Arith. n° io3), et l'on en conclut également la règle suivante : 

RÈGLE GÉNÉRALE. Pour extraire la racine carrée dCun poly^ 
nome^ il faut ^ après V a\>oir ordonné ^ prendre la racine carrée 
de son premier terme j laquelle sera le premier terme de la ra-^ 
cine ; retrancher du polynôme proposé le carré du premier terme 
de la racine , et dinser le premier terme du reste par le double du 
premier terme de la racine , ce qui donnera son second terme ; 
retrancher du premier reste le double produit du premier terme 
de la racine par le second terme ^ et le carré du second terme ; 
diviser de même le premier terme du second reste par le double 
du premier terme de la racine , ce qui donnera son troisième 
terme; retrancher du second reste le double du produit qu^on ob* 
tient en multipliant la somme des deux premiers termes de la 
racine par le troisième j et le carré de ce troisième; diviser éga-^ 
lement le premier terme du troisième reste par le double du pre* 
mier terme de la racine ^ ce qui en donnera le quatrième; ainsi 
de suite, 

i32. L'opération se dispose également comme en Arithmé- 
tique, ainsi qu'on le voit dans l'exemple ci-après : 

Polynôme proposé. Racine. 

— 4a6 
x*' reste — I3a^64-35a46a^44a3^3_|.46a>64 
4-iaaS6— 9a46a 

a* reste x6a^b^—UaH^-\-^^aH^ 
— i6a4Aa+a4a363— t6aa64 

3** reste ~a(Mi363-^3oa264~4«a6^+a566 

-f aoa363-.3oa2M-4-4na6S— a56^ 

4* reste o o o o 

On extrait la racine carrée du premier terme 4^^ du poly- 
nôme , ce qui donne le premier terme 2.a^ de la racine. 

On retranche du polynôme le carré de ce terme, et Ton ob- 
tient le premier reste; on divise le premier terme — \ia^b de 
ce reste par le double 4<^' du premier terme de la racine , ce 
qui donne son second terme — 3a*^. On l'écrit à la racine, et 
aussi à côté du double ê^câ de son premier terme. 

On multiplie la somme 4^' — Za'^b par le second terme 



aa3-^«26^4«62_563 
4a3-.3a»* 



4a3_6a>&+4a6a 
4a3— 6a26-f8a6a— 5^3 
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— 3a*£ de la racine, et le produit, étant retranche du pre- 
mier reste, on obtient le second reste, dont le premier terme 
i6a^b\ divisé par le double 4^^ du premier terme aa^ de la 
racine, donne son troisième terme 4^% qu'on écrit à la ra- 
cine et à côté du double de la somme des deux premiers 
termes. 

On multiplie la somme 4^^ — 6a*t + 4^b^ par 4ab*j et le 
produit étant retranché du n^ reste, on obtient le 3^ reste 
— 2oa'i*-|-3oa'i* — 4<^û^*+^5iS dont le premier terme ^ 
divisé par le double 4^^ ^^ premier terme de la racine, 
donne son quatrième terme — 5&% qu'on écrit à la racine et à 
côté du double de la somme des trois premiers termes. 

Enfin , on multiplie cette nouTclle somme 

4^3 _ Sà'b + 8a** — 5ft' 

par — 53^, et le produit étant retranché du troisième reste, 
donne o pour quatrième reste, d'où l'on conclut que la ra- 
âne cherchée est 

2a^ — ia*b + 4ai'—5b\ 

Si en avant du premier terme on avait mis le double signe ±, 
le second terme aurait eu le double signe ip, le troisième le 
signe ±, et le quatrième le signe qp; il suffit donc de prendre 
pour chaque terme le signe supérieur, et d'affecter l'ensemble 
de la racine du double signe +. 

i33. On reconnaît qu'un polynôme n'est pas un carré s'il 
se présente l'une des circonstances suivantes : 

1° Si le polynôme, ordonné par rapport à une lettre, con- 
tient dans son premier ou dans son dernier terme cette lettre 
avec un exposant impair. 

2° Si l'on parvient , dans le cours de l'opération, à un reste 
dont le premier terme contienne la lettre principale avec un 
exposant moindre que celui de la même lettre dans le premier 
terme de la racine. Car alors on ne pourra pas diviser le pre« 
mier terme de ce reste par le double du premier terme de la 
racine. 

3" Si l'on est conduit à mettre à la racine un terme où l'ex- 
posant de la lettre principale soit plus petit que la moitié de 
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l'exposant de cette lettre dans le dernier terme du polynôme 
proposé; car le carré de ce dernier terme de la racine ne se- 
rait pas égal au dernier ferme du polynôme proposé , comme 
cela doit être. 

11 en serait de même si , après avoir trouvé le dernier terme 
de la racine 9 et fait les opérations indiquées, le reste n'était 
pas nul. 

Quand le polynôme est ordonné par rapport aux puissances 
croissantes d'uqe lettre, on reconnaît qu'il n*est pas un carré, 
lorsqu'on est conduit à mettre à la racine un terme où l'expo- 
sant de la lettre principale surpasse la moitié de l'exposant de 
la même lettre dans le dernier terme du polynôme. 

i34* Lorsque plusieurs termes d'un polynôme contiennent 
la lettre principale avec le même exposant, on peut considérer 
tous ces termes comme n'en formant qu'un seul , ainsi qu'on 
l'a indiqué dans la division des polynômes (5o); mais alors, dans 
le cours des opérations, il faut développer à part les poly- 
nômes partiels pour effectuer les réductions. 

§ 4* Calcul des radicaux du second degré. 

i35. Deux quantités radicales sont dites semblables y lors- 
qu'elles sont formées du même radical multiplié par des fac- 
teurs rationnels différents; telles sont les expressions 

I® Addition et soustraction. Il est clair que pour avoir la 
somme ou la différence de deux quantités radicales sembla- 
bles, il faut prendre la somme ou la différence de leurs fac- 
teurs rationnels, et la multiplier par le radical conmiun. Ainsi 
dans l'exemple ci-dessus on aura 

3av/753 ± 5*1/^= (3a ± Si)!/^. 

Si les radicaux ne sont pas semblables , on ne peut qu'indi- 
quer l'opération par les signes + ou — . 

Les radicaux peuvent n'être pas semblables au premiei 
abord , mais le devenir après une simplification. Par exemple, 
si l'on a la somme 

'i\/M^e+^d\/liy 
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on remarquera (128) que v/a3ft»c= V^a*b*.ac=^ab\/7c. Alors 
la somme proposée devient 

On pourrait aussi faire entrer sous le signe radical un fiic- 
teur écrit en dehors ; car il suffirait de lelever au carré. 

2® Multiplication et division. Pour multiplier ou pour divi- 
ser Tun par Vautre deux radicaux du second degré , il faut 
effectuer la multiplication ou la division des quantités placées 
sous le radical, et affecter le résultat du radical du second degré. 

Cela résulte des règles ordinaires du calcul algébrique. 

En effet, on a 

(l/â.l/^)'=a.*, et i\^*=q.b, 

donc i/a.\/l=zV^ab. 

On a de même — r? :^ \/ ~ • 

Le cas de la division peut encore se déduire de ce qu'on a 
dit plus haut (129) pour extraire la racine cairée d'une fraction. 

1 36. Le calcul des radicaux permet souvent de simplifier des 
fractions qui se présentent sous une forme assez compliquée. 
En voici deux exemples : 

m^^^n 



ï/^— V^ {\/m—\/n){y^+\/l!) m^n 



i36 
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CHAPITRE IV. 

ÉQUATIONS ET PROBLÈMES DU SECOND DEGRÉ. 



SECTION PREMIÈRE. 

ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A UNE mCONHUE. 



S i". Résolution de P équation générale du second degré à une 

inconnue. 

iSj. Toute équation du second degré (ii) à une inconnues 
ne peut contenir que des termes de trois sortes : i° affectés du 
carré a^ de l'inconnue; 2^ affectés de a: à la première puissance] 
3" tout connus. Par conséquentes!, après avoir transposé touâ 
les termes dans le premier membre, on réunit en un seul 
tous ceux qui contiennent x^^ de même en un seul tous ceiu 
qui contiennent x^ enfin, en un seul les termes tout connus, 
réquation sera de la forme or* 4-^07 + 0=0, qui est ainsi k 
plus générale des équations du second degré. 

On peut simplifier cette équation , sans lui ôter sa généralité, 

en divisant tous les termes par le coefficient a de a^^ ce qui 

donne 

. * c 

x^ H — ar + - = 0, 

a a 

ou bien, en faisant - = /? et - =<7, 

a ^ a ^^ 

(i) ^*4-/?^ + j = o. 

i38. Le cas le plus simple est celui où le terme en x manque 
Alors réquation se ramène à la forme a^=m^ qui peut être 
considérée comme la traduction algébrique de cette ques- 
tion : Trouifer un nombre tel que son carré soit égal à un nom' 
bre donné m. La résolution de Téquation se réduit évidera- 
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ment à une extraction de racine carrée. Or, m ayant les 
deux racines carrées ± V^my et ne pouvant en avoir davan- 
tage (ia6), il est clair que la formule â?=± i/în donne les 
deux seules solutions dont Téquation a^-=zm soit susceptible. 
Si Ton écrivait zfc:j;==îi \/my il en résulterait les cpiatre 
équations suivantes : 

et en changeant les signes des deux membres dans les deux 
dernières, on retomberait sur les deux premières, qui sont 
ainsi les deux seules réellement différentes. Ainsi , à Tavenir, 
quand nous extrairons la racine carrée des deux membres 
d'une équation, nous ne mettrons le double signe =h que de- 
vant Fun d'eux. 

Le cas particulier a^z=Lm se déduit également de Féquation 
générale (i) en y faisan t/7=:o, ce qui donne a;' + jf=o, d'où 
x-=i± x/ — q , et selon que la quantité q sera négative ou 
positive dans l'équation, les deux valeurs de x seront réelles 
ou imaginaires (1^7) > c'est-à-dire que la question sera possible 
ou impossible. 

Appliquons ce qui précède aux deux équations suivantes : 

Exemple 1. -5- = — ^ — h 7. 

On fait d'abord disparaître les dénominateurs, et alors il 

vient 

25^"= 120:'+ io5, 

d'où l'on tire successivement 

,3» — ,o5 T' — — — iî^ X f- *^*^ h^ 

a très-peu près. 

Ti Tr a •'■^ b bx 

liiXEMPLE 11. t-CX^=l — • 

X c 

On a successivement 

(a — b)c 4- c*a?'=te% 

{b—c^)x'z=z{a—b)cj 

x = ±\/^^^^ 
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i39« Prenqns mamtenant l'équatioD générale 

(l) x*+px + q=:o^ 
d'où Toh tire x* 4- px = — q. 

Si le premier membre était un carré, comme, par exemple, dans 
x^ — 2ax + «':=: J j il serait facile de résoudre ^équation. Car, 
en prenant la racine carrée des deux membres, on agirait 

Xr-a = ±\/b^ doù x=ia±i^l. 

Or, le carré d un binôme contenant le carré du preipier terme, 
plus le double produit du premier par le second, plus le carré 
du second, si dans Téquation x* -{-px^zn — q on considère le 
premier membre comme formant les deux premiers termes du 

carré àex+ -/?,il est clair qu'en lui ajoutant- p^ on complétera 

ce carré. Si donc on met -/?* dans chaque membre, ce qui 

4 
donne 



x^ +px+ 7 p" = •7P''—9i 



«t qu'on extraie la racine carrée des deux membres, on aun 



Cette formule fournit deux valeurs pour ^, et l'on est cer- 
tain quil n'y en a pas d'autre; car la somme x-^-pdoït 

égaler la racine carrée àe-p* — q^ laquelle n'est susceptible 

que de deux valeurs (126, i38). Il est facile de vérifier que 
chacune des deux valeurs de x satisfait à l'équation (i). 
Ce qui précède conduit à la règle suivante : 
Règle générale. Pour résoudre une équation du second degré 
a une inconnue Xjilfaut la ramener a lajorme x*4-px-f-q=o; 
alors on obtient les deux seules ^valeurs dont Vinconnue soU 
susceptible en prenant aueç un signe contraire la moitié du 
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coefficient de x a la première puissance^ plus ou moms la 
racine carrée de la somme qu^on obtient en ajoutant le carré 
de cette moitié au terme tout connu pris avec un signe contraire. 

Les deux valeurs de l'inconnue s'appellent les racines de 
I équation donnée. 

i4o. Voici plusieurs applications, 

i"" Soit Te'quation jp* — 8a?+i5so; comme elle a déjà la 
forme indiquée ci-dessus , on prendra I9 moitié du coeffl* 
deot — 8, laquelle avec un signe coptraire 961^+4» on fop- 
mera le éarré 16 de cette moitié ^ et ïqn en retranchera le 
terme tout connu-hiS. La racine carrée du résultat i ayant 
les deux valeurs d= i , on aura x = 4 ^ 1 9 c'est-à-dire , 

2'' Soit l'équation 

,3a 3 

x^ -X:=z -s X • 

4 5 10 

On aura x*— . ( - + w | arH =0, 

V4 Sy lo 

dou x=-±V/|-)-_, 

4o 4o' 

Les deux valeurs de x sont 

3 â 

4' 6 

3"* Soit enfin l'équation 

a , 3 5 II i i 

3 4 ^6 la a ^3 

Comme la est le plus petit commun dividende des dénomi- 
nateurs, on aura successivement 

gjc» — ^+ io=iia:^ — 6ar4-4, 
8j7* — I \x^ — gar4-6ar = 4 — lo, 

a;^ -|-j:=:a, 

9 -i±3 



a ^ 4 a 
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Les deux Taleurs de x sont x-=:i el «= — 2. 

5 2. Composition de r équation générale du second degré a une 

inconnue. 

i4i. Reprenons l'équation générale ^*4-/?a?4- j=o, et 
représentons par a Tune des valeurs de x ou lune des racines. 
L'équation devant être satisfaite lorsqu'on y remplace x par a, 
on a donc légalité a' +/>a + ? = o, et en la retranchant de 
l'équation proposée, il vient 

a?* — a^+px — paz=zOf 
d'où (^x — a) (x+a+p)=:o. 

Cette équation devant être vérifiée par toutes les valeurs de 
X satisfaisant à la proposée, si on lui applique exactement les 
mêmes raisonnements qu'à l'équation (x — a)(x+a)z=:o{i2S'^ 
on en conclut que les deux seules valeurs a:z=za et x= — a— ^ 
peuvent satisfaire à l'équation proposée. 

De là on tire les conséquences suivantes : 

1^ Toute équation du second degré à une inconnue a deiil 
racines, et n'en peut avoir daif an tage. 

C'est ce qu'on a déjà démontré plus haut (iSp). 

2^ La somme des deux racines est égale au coefficient de . 
pris aifec un signe contraire. 

Car -ha — a — p= — /?. 

3® Le terme tout connu est égal au produit des racines. 
Car a étant racine, on doit avoir a'+flp + î = o, d' 

ç = — a" ^—ap^a(^ — a — ^). 

4^ Le premier membre de l'équation x*+px -^ q=:zo esi^ 
produit de deux facteurs formés par la différence entre f-t 
connue et chaque racine. 

Cette composition de Téquation pourrait encore se dédu 
de l'examen des deux valeurs générales wi 

xz=z—-p±\/\p^—q. 

2^^ '^ 4^ ^ ,p 
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§ 3. Discussion des racines de F équation générale du second 

degré a une inconnue, 

i43. Examinons maintenant les différents cas que peuyent 



x-=. P'^v -/?' — q de 



présenter les racines :r = — -p±V^ -^* — q de l'équation 

générale a?' -V-px + y=o , en omettant toutefois celui dep=^o , 
qui donne l'équation x^ +q = o déjà traitée (i 38). 

Si Ton observe que la quantité -p^ est essentiellement po« 

sitive, les différents cas sont les cinq suivants : 

j'y<o, a°y=o, 3'y>o et <^p% 

4 

4<»y>o et =^/>% 5*y>^/;*. 

I* Soit 9 < o ou négatif dans la proposée, alors la quantité 
-.p^ — qj placée sous le radical, est positive et plus grande 

• ■•r -t 

jpe-T/T'; par conséquent la racine carrée de cette quantité 

est réelle et plus grande que - p. 

\ Ainsi les deux racines sont réelles et de signes contraires ; 

I racine p 4- y 'jP^'^^q ®** positive , et l'autre racine 



I 

» _ • 



_%_v/vl 



9 



it négative. 

2° Soit 7=o; les ratines deviennent a?=o,a7=:-^/i. Alors 
ifuation se réduit à x^+px:=.o ou x (:r+/i)=o, qui ne 
)fax être satisfaite que par :r = o et par x = — p. 

3^ Soit q>o 6t< -/>'; alors q est positif dans la proposée, 

les deux racines sont réelles, comme dans le premier cas; 
p& toutes deux ont le même signe , qui doit être contraire au 

pe de /? , puisque le radical est <- p. 
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4"" Soit j^>o et égal à-r/?'; les deujL racines sont égales à 
p;en efSFet, Téquation devient ^ 

qui n'est évidemment satisfaite que par la seule valeur 

I 

Ce cas est le passage des racines réelles aux racines imagi- 
naires. 

5® Soit q positif et > -jo^^ la quantité placée sous le radi- 
cal devenant négative , sa racine carrée est imaginaire , ainsi 
que les deux racines. Mais elles satisfont toujours à Téquation, 
puisque la substitution de Tune ou de lautre rend le premier 
membre égal à zéro. 

Posons q — --p^ zzzm^^ il vient 
T/^* — [q^= — ^^ et V jp* — q =: {/Zr^ ^zmV^ZTi^ 

ée kftii dotlne «±2-*- - /> ri: m\/ZZi. 

Ainsi le premier nteiUibre de l'équation revient an produit 

des deux Êicteurs 

< 

et il ^st bien clair que la somma de deux carrés ne pouvant 
être égale à %éro, les racines doivent avertir de cette impossibi- 
lité en se présentant sous une forme imaginaire. 

143. Remarque. On voit que 1 équation générale du second 
degré âs^ — px+q-=zo peut être considérée comme la traduc- 
tion algébrique du problème suivant : Partager le nombre p 
en deua: parties dont le produit soit qP 

En effet, soit a: la première partie, /; — x sera la seconde, 
et l'on aura a:(/?— .r)=:y, d'où /?;«:— a:* ;= y, 
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OU bien a?* — pa:+q=zo. 

Si Ton â ^=—-9 ^^^ deux parties sont égales à -/?'; mais si 

l'on a gr> ^, les deux racines sont imaginaires; d'où il résulte 

que le plus grand produit qu on puisse faire avec les deux 
parties d'un nombre est le carré de la moitié de ce nombre. 

On a changé le signe du second terme pour ne pas avoir à 
énoncer : partager le nombre — p , etc. 

En outre, la discussion des formules de l'équation du se- 
cond degré montre que 

V Les racines réelles et positives sont les seules qui satisfas-- 
sent à l'énoncé du problème. 

2^ Les racines réelles et négatives indiquent qu'on doit mo^ 
difier le sens de l'énoncé en rendant soustractiues quelques quan^ 
tités additiçfes ou réciproquement. 

3° Les racines imaginaires indiquent l'impossibilité de ré- 
soudre le problème , même en Jaisant subir à P énoncé les mo- 
difications qui réussissent dans le cas des solutions négatives. 

Mais, dans tous les cas, les racines satisfont toujours à l'é- 
quation qui est la traduction algébrique de l'énoncé du pro- 
blème. 

i44- L'équation aa^+bx 4- c= o fournit des formules qui 
offrent certaines particularités bonnes à connaître. On peut 
trouver immédiatement les racitie^ de cette équation en la 
mettant sous la forme 

X* + — X+ -r=o. 

a à 

Car alors les formules précédentes donhent 

ia 4^' a' 

,j . — b± \/b* — Aae 

ou, en réduisant, ar= ^î— » 

2a 

On voit d'abord , par cette formule^ que les racines sont 
réelles et inégales, ou réelles et égales ^ ou imaginaires, selon 
qu'on a 

i'— 4ûc?>.o, ou i'*— 4«<? = o, ou i'— 4^^<o« 
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Si a et c ont des signes contraires, la valeur du radical sera 
> 3, et les deux racines auront des signes contraires ; si a et c 
sont de même signe, la valeur du radical sera<i, et les deux 

racines auront à la fois le signe de • 

i45. Venons maintenant aux cas particuliers que nous vou» 
lions faire remarquer. 

i^ Si a=:o, les deux racines deviennent 

— b+i/J^ o 

o o 

—A — v^ïT -«-ai 

o o 

dont la première paraît indéterminée et la seconde infinie. 
Mais si l'on fait â = o dans Téquation proposée, elle se réduit 
à bx+ c==o, qui donne pour o; la seule valeur finie et déter- 
minée 

c 

Pour faire disparaître cette contradiction, examinons d'a- 

bord la première racme ar== ^—. qui devient - 

^ 2a ' ^ o 

pour a=o , et voyons si elle ne contient pas le facteur a com- 
mun à ses deux termes, car alors en le supprimant, et en faisant 
ensuite a=o, on aurait la vraie valeur de x (76). Le facteur a 
n*est pas apparent , mais le devient si Ton multiplie les deux 
termes par — b — V^h^ — ^ab. En effet, cette opération rend 
le numérateur de la nouvelle fraction égal à la somme de deux 
quantités multipliées par leur différence, c est-à-dire égal à la 
différence de leurs carrés , et Ion a 

_ {—b+ y y — 4flc) {—b — \/b*^Kac) 

2a(— b — \/b^ — . 4«c) 



2b{ — b — \/b* — 4tfc) 2a{ — b — V^*»— 4ac) ' 

2C 



d'où .a?z= -— - — . . 

* + \/y — 4flc 
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En faisant alors a = o, on trauve 

— 2C c 



X 



comme ci-dessus. 
Si l'on prend maintenant la seconde valeur 

— h — V^h^ — 4ac 

— aa 

et qu'on multiplie ces deux termes par -—6 + Vh^-^ac^^ on 

trouvera 

Xzzz, = — » 

expression réellement infinie pour a=o. 

On peut aussi déduire directement ces deux résultats de 
l'équation 

aj:*+ ij?-4-c=o, 

en la mettant sous la forme 

h c i/- c\ 

«+- + — =o, ou -fA + ^j= — «, 

X X X\ XJ 

qui doit évidemment avoir les mêmes racines que la proposée, 
et réciproquement. Or si l'on fait a =: o , on a l'équation 

dont le premier membre ne peut devenir nul qu*en posant 
&+— =0, ou -=o, d*où l'on tire respecti vemen t 

X X 

■ l m 

XZ=Z Y, XZ=Z±QC . 

D 

On met ici devant la valeur de x le double signe db, parce 
que le dénominateur a pouvait être négatif ou positif avant 
de décroître jusqu'à zéro. 

Pour voir lequel des deux signes on doit prendre dans le 
cas actuel, il suffit de supposer a très-petit dans la valeur 
correspondante de x qui est 

— b — \/B^ — iac 

Comme alors elle devient négative, il en résulte que pour 
M. Algèbre. 10 
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a=o, on doit prendre la taleur 0?=:— *oo • Si cette très-petite 
valeur de a eût donne x positif ^ alors pour a=:o on aurait 
dû prendre j; = + oo . 

a*" Si Ton a en même temps a=o,£=o, les deux Valeurs de^ 

(i44) deviennent -; et en effectuant les deux transformations 

indiquées tout à Theure, on trouve, en faisant a=o et h = o. 
deux valeurs infinies, qui doivent Tune et lautre être affectées 
du double sig^nedi. On reconnaîtra comme ci-dessus quel 
signe il faut prendre pour chacune d'elles. 

3** Si l'on a en même temps arzzoj & = o,c=o, Téquation 
générale devient une identité, et les valeurs de l'inconnue sont 
Uhil à fait indéterminées I comme on peut aussi le voir par les 
formules générales (i44)- 

S 4* Résolution de plusieurs problèmes du second degrés 

i46. PnoBLBMit 1* Trouifcr un nombre tel qu^en V ajoutant 
deux fois au triple de son carré la somme soit égale à 33? 

àoît X le noihbre inconnu, il est clair que pour le vérifîei 
il faudrait ajouter aor au triple de son carré Zx^y et voir si la 
somme fait 33. 

. On a donc 3a;*+xr=33, d'oùrontiresuccessiTemeni 

_, a 33 
^+3^=T' 

i_, . /i 33" 

^^— 3=^V/| + y, 

3^9 

1 , lO 



II 



Ainsi, les deux valeurs de x sont a?=3, xti=, ^ =: — 3 ^{ 

La première, étant positive, résout le problème dans le sens d| 
renoncé. Mais il n'en est pas de même de la seconde, qui, étai^ 
négative, montre quon doit changer le signe de x dan 
l'Sifliàtitfti \ c^)lë-d devient «lorâ 3^ -^ 3^ =â 33, qui est i 
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traduction algébrique dit problème suivant : Trouver un nom* 
ke tel que si du triple de son carré on retranche le double de 
ce nombre , la différence soit égale à 33? 

La valeur positive x= -q- satisfait à ce nouvel énoncé. 

147. Problème ii. Partager le nombre p en deufp parties 
telles que m fois la première multipliée par n fois la seconde 
donne le produit q ? 

Soit X la première partie ^ /7-— :v sera lautre, et on aura 
pour lequation du problème 

mx» n (jD-— j?) =: y, 
d où l'on tire successivement mnpx^^mnx^zzzq^ 

a 
a* — px+ -*- = o, 

'^ mn 

a 4 ^^ 

La discussion de ces deux valeurs n*ofire aucune difficulté, 
et se déduit absolument des mêmes considérations einplojréeà 
pour les formules 

fournies par Téquation x^+px + qz=^o. 
On voit que la plus grande valeur dotit Texpressioii -^ soit 

susceptible; Sans que le problème devienne impossible, est^, 

4 

ce qui donne pour x deux valeurs égales a - • 

Il suit aussi de là que le carré de la moitié d'un nombre est 
le plus grand produit qu'on puisse faire avec les deux partîéi 
de ce nombre (i43). 

148. Problème m. Trouver sur la ligne qui Joint deux lu^ 
mieres le point qu'elles éclairent également? 

On sait que l'intensité d'une lumière, éclairant des points 
<[ui en sont inégalement distants, décroit pour ces points en 

10. 



raison inverse du carré de leur distance à cette lumière (voy. 
notre Système de l'univers , 2* partie , n' 96 ). 

p" A p B p' 

Représentons par a* et ^ les intensités des lumières A et B 
pour les points situés à l'unité de distance, par d la distance 
AB des lumières , par p le point cherché , et par x la distance 
Ap, d'où Bpi^d — X. D'après le principe énoncé tout à l'heure, 
l'intensité de la lumière A pour le point p est évidemment 
donnée par le quatrième terme de la proportion 



De même l'intensité de la lumière B pour le point p est le 
quatrième terme de la proportion 

Le pointyj devant être également éclairé, on obtiendra donc 
l'équation du problème en égalant les valeurs des intensités 
des lumières A et B pour ce point, ce qui donne 



x'~{d—xy 

Cette équation peut se ramener immédiatement à une équa- 
tion du premier degré, en extrayant la racine carrée des deui 
membres. Il vient alors 



X 


*3zri' »" «{''-^)=à=i^. 


ce qui donne les deux équations 


+ aid 


-ie) = + iz, +a{d — x) = — lx. 


On en tire 


ad ad 
a-t-y a — à' 


ou enfin 


d d 



1+- 

a u 

On voit qu'il y a deux points satisfaisant à la question. 
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Discussion des formules, i** Soit a>&, ou Tintensité de la 
lumière A plus grande que celle de B, le rapport - sera < i et 

les deux valeurs de x seront positives. La première valeur 7-> 

a 
étant > — et < ^, montre que le premier point p est situé entre 

les deux points A et B^ mais plus loin du point A que du 

point B, comme cela doit être. La seconde valeur 7) étant 

1 

a 

>dj montre que le second point, également éclairé par les 

deux lumières, est situé au delà du point B par rapport au 

point A, par exemple, en/?'; ce qu'il est facile de vérifier, puisque 

cette seconde valeur de x , satisfaisant à lequation primitive , 

donne précisément, par la substitution, une égalité entre les 

intensités des deux lumières par rapport à ce point. 

2"* Soit a < ^, ou rintensité de la lumière A plus petite que 

celle de B, le rapport -sera>i. La première valeur de a: sera 

positive et< — ; ainsi le point également éclairé sera situé 

entre A et B, mais plus près de A que de B. La seconde valeur 
de a: devenant négative el>d indique un changement de di- 
rection dans la distance du second point également éclairé, 
qui se trouve par conséquent en un point p" situé du côté 
opposé au point B par rapport au point A. En substituant cette 
valeur négative, *— ^par exemple, dans l'équation primitive, 
on trouve 

a' &' 

7» {d+zy^ 

dont le premier membre-^représente l'intensité de la lumière A 

pour le point p" situé à la distance z du point A, et dont le 
second membre représente l'intensité de la lumière B pour le 
même point p\ 
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ce qui donne pour x les quatre valeurs dont 1 équation pro- 
posée est susceptible. 

Il est facile de voir que ces formules se discutent d'une 
manière analogue à celles du second degré. La condition pour 
que les quatre racines soient réelles, est que Ton ait à la fois 

p négatif, q positif et < ^• 

4 

Soit pour exemple 1 équation x^ — ^^r"* •*— 8=o. En posant 
x^ =/, on a 7*^- 7/— 8=o, dont les racines sont /= 8 et 
/:=: — I. Par conséquent, celles de la proposée sont 

dont deux réelles et deux imaginaires. 

i5i. En général, toute équation analogue, c'est-à-dire ne 
contenant que deux puissances de Tinconnue dont Tune est 
double de l'autre, peut se ramener à la forme x^'^+paf-Y^qzzzOy 
m étant un nombre entier positif. Si Ton pose x"'=/, Téqua- 
tîon résultante/' -^py+qzzzo donnera pour y deux valeurs 
a et p. Alors* pour obtenir toutes les valeurs de x satisfaisant 
à la proposée, il faudra résoudre les deux équations à deux 
termes, â:^= a, /^=P, dont nous nous occuperons plus tard. 

S a. Équations et problèmes du second degré à deux inconnues, 

i5a. Nous avons indiqué ( chap. II, sect. a ) les divers pro- 
cédés qu'on emploie pour éliminer une ou plusieurs incon- 
nues entre des équations du premier degré; ces procédés 
s'appliquent également aux équations du second degré. Nous 
nous bornerons à deux équations entre deux inconnues, parce 
qu'un plus grand nombre exigerait des considérations supé- 
rieures à celles que comportent de simples éléments. 

Une équation du second degré à deux inconnues jt,/, peut 
évidemment se ramener à la forme 

x' + {a + bx)x+{cy^+dy + e)z=:o^ 

ou bien, en faisant a + i/=:/? et 9^ + 1/7-+-^=^, à la forme 

(i) x*+px+q:=zo. 
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Pareillement une autre équation entre les deux mêmes in- 
connues x^^ peut être représentée par 

(2) j;*-h/i'x + ^' = o. 

Mais il ne faut pas perdre de vue que, dans ces équations , les 
lettres p, p y sont des fonctions du premier degré en j, et les 
lettres q^ q\ des fonctions du second degré enjr. 

Les deux équations étant ainsi ramenées à la forme (i) et (a), 
il est clair qu'on peut éliminer â:* en les retranchant Tune de 
lautre, ce qui donne 

(/>-/»') * + (î-î')=o, d'où x = -(|=^'). 

Mettant cette valeur de x dans Tune des équations (i)et (a), 
la première , par exemple , on aura 

ou (q—qy—p{q — q') (p—p') + q(p—pJ — o, 
ou enfin {q — y')' + (/? — p') {pq' — qp')=: o. 

Cette équation, ne contenant plus que la seule inconnue/, 
en fera connaître les valeurs par sa résolution, et les substi- 
tuant dans l'expression de :r, on aura les valeurs correspon- 
dantes de cette inconnue. Mais comme /i, p sont des fonc- 
tions de jr^ et y, q' des fonctions de j^', cette équation sera 
généralement du quatrième degré. Nous ne ferons donc ac- 
tuellement usage de ce procédé que pour les cas particuliers 
conduisant à une équation finale susceptible d'être résolue 
comme celle du second degré , nous réservant de donner plus 
Ioin(346)9 pour le cas général, une méthode d'élimination beau- 
coup plus simple. 

1 53. Problèms IX. Trouifer deux nombres x et j dont on 
cannait le produit b, et la somme a de leurs carrés? 

Les équations du problème sont 

jT* +/* = «, xy^=r.b. 

On pourrait prendre la valeur de / dans la seconde et la 
substituer dans la première pour avoir une équation en x. Mais 
on peut remarquer que si l'on connaissait la somme et la dif- 
férence de X et de /,il serait facile de les déterminer. Or, si Ton 
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ajoute et si Ton retranche, membre à membre, les deux 
équations, après avoir multiplié la seconde par 2, on aura 

(x+j-y^sa-h ai, (a: — j-y = a — ai, 

dou ^ -H / = ± !/'« 4- a^ , X J=±V/a — a^, 

et par conséquent J7=± - l/'ô+^± l/a — a^, 

J==±- \/a^9(^Zfl V^a — a*. 

Ces deux formules semblent au premier abord indiquer 
huit solutions; mais comme on doit prendre en même temps 
les signes supérieurs 01; les sigpes inférieur^, pour que les 
deux équations, d'où on les a déduites, soient satisfaites, il est 
clair qu on n'a réellement que les dei)X solutions suivantes : 

I j I , I . I - 

3 2 "^2 2 ' 

I . I . I . , I ^ 

^= V^a + a* V/a— a*, r= \/a + %b+-V" a — a*. 

2*2 2*2 

D'ailleurs, les deux autres systèmes de valeurs, ne différant 
de ceux-ci que par le signe, indiquent quil faut changer or en 
— X, et / en-— ^ dans les équations proposées, qui restent 
absolument les mêmes après ce changement. 

Discussion. i^Si a et b sont tous deux positifs , et qu'on ait 
a > ai ou â=: ai, le premier système donne pour a; et ^ des 
valeurs réelles et positives , et le second des valeurs réelles et 
négatives. 

a"" Si Ton a iib>ay les deux systèmes donnent pour x el y 
des valeurs imaginaires , et le problème est impossible. 

Remarque. Si Ion avait résolu les équations du problème 
par le procédé indiqué plus haut (i5a), on eût trouvé 



a 2 



a 
Ces valeprs, dev^nf éfr^ identiques avec l^s pf*éc^deptes , 
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n'en sont donc que des transformations. En effets si Ton forme 
le carré de chacune des deux valeurs de x^ on trouve le même 
résultat 

I I . 

-a H — v^fla — 43». 

a a 

Il en est de même pour les deux valeurs de j. 

iS4- Problème x. Trouver deux nombres x et jtels que la 
différence de leurs produits par les nombres respectifs a «^ b 
soit égale à un nombre donné p^ et que la différence de leurs 
carrés soit égale à un nombre donné q? 

Les équations du problème sont 

ajc — byzzzp^ ar* ^r' =y. 
Prenant dans la première équation la valeur de /, qui est ' 



ax — p 
l 



r= r > 



et la substituant dans la seconde , on a successivement 

/ax — p\ 

(a* — b^yc^ — aapxzrz — p* — i'y, 

dW. apdzbv^p^^^^a^-b») 

ûou X— ^,^^, , 

et reportant cette valeur dans l'expression de la valeur de/, on a 

bp±a\/'p^^q(a»^Pj 

^~ a^—b^ ' 

ce qui donne les deux solutions suivantes : 

ap + bV^p% — q{a^ — b^) bp + O-V^p* — y(a» — »») 

ap — ii/^^a — y(a> — *») bp — aV//>»— y(a» — *») 

Discussion, Nous supposerons que les quantités a, bj p^q 
sont positives; s'il y en avait de négatives, les termes relatifs 
des valeurs de a: et de / changeraient de signe, et il faudrait 
effectuer d'abord ces modifications. 

i"* Soit a>b. Si Ton a en même temps 
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p->q{a-^b^) ou q<-~g., 

les valeurs de x elAey seront réelles. En outre , comme a^ — è* 
est positif, le premier système donnera pour oc ely des valeurs 
positives. La valeur de x dans le second système sera de même 
positive, puisque le radical est <p et ^ < a; mais la valeur de/ 
ne sera positive que si l'on dibp>a \/p%^q{a^ — *a), c'est-à-dire 

q > ^, ce qui , avec la condition q < /^ r , limite les valeurs 

de q rendant les deux solutions du problème réelles et posi- 
tives. 

Mais si, outre l'hypothèse a > i, on a en même temps la rela- 
tion />'=:9(a' — &*), les deux systèmes se réduisent au suivant : 

ap bp 

a" Soit a < A. La quantité a* — &' étant alors négative, les va- 
leurs des inconnues sont toujours réelles. Pour trouver leurs 
signes, il faut changer celui des deux termes de leurs exprès- 
sions , afin de rendre le dénominateur positif, ce qui donne 

ap iï/'^2_|-y(^» — «2) -— £^ aV^^a_|_y(^a— a») 

— a/P + &i/^^«+y(^» — a») — Ap + aV^p^^q^b^-^a*)^ 

^~ b^ — a- ' ^~ h' — a^ ' 

Les valeurs de or et de /sont essentiellement négatives dans 
le premier système. Mais, dans le second, celle de x est tou- 
jours positive, puisqu'elle revient à 

*' — a* » 

et celle de/ est positive ou négative , selon que Ion à p^<a^qy 

oup*> a'<7, c'est-à-dire 7 > ou < ^ . 

'a* 

3"* Soit arr-b j d'où a» — è*=o. Alors le premier système donne 
des valeurs infinies, et le second des valeurs de la forme-. 
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On détermine aisément les yaleurs de :r et / dans le second 
système y en faisant a-=:b dans les proposées, ce qui donne 

^— / = -, ^'— 7'=y> 

dou ar= — ^, r = — ^ — ^— • 

Vkap %ap 

i55. Nous engageons les élèves à résoudre ces 3 problèmes : 
Probi.£mb XI. Trouver deux nombres x et j dont on donne 
la somme a et la somme b de leurs cubes? 



Réponse : ;r = - a + y ô- — • — ' 

^ IX 5a 1% 



Za 12 

Problème xii. Trouver deux nombres n et j tels que la 
somme de leurs produits par les nombres a ^^ b soit égale à un 
nombre donnéip, et que leur produit soit un nombre donné q ? — 
Réponse : La seule solution est 

na 



"^ 2a 

Probtjbme xiii. Déterminer les cotés d*un triangle rectangle^ 
dont on connaît le périmètre ap, et la surface m*?— -Réponse : 
js et y étant les côtés de langle droit, on a 



/?' + m^-j-j/'pi -4- m4 — 6/?»ro» 

ZC !I^ZI J 

^P 

p* + m* — \/pA-^m^ — 6p*m* 

La discussion des formules montre i"" que parmi les triangles 
rectangles de même surface, celui qui a le plus petit péri- 
mètre est isoscèle; o,^ que le triangle isoscèle est celui des 
triangles rectangles, de même périmètre, qui a la plus grande 
surface; elle est équivalente au carré dont le côté est p{v^%-^i). 



^ 



s 3, Racine carrée des quantités en partie rationneliet et en parité 
irrationnelles, ou en partie réelles et en partie imagiiiaires. 

i56. Nous avons tu(i5o) que les racines d'une équation 
du quatrième degré r^uctible au second se présentent ordi- 
nairement sous la forme \/T±\7l, a et b étant des quantités 
rationneltes , et V^ï une quantité irrationnelle. Pour extraire 
la racine carrée de ces expressions, remarquons que le cane 
de V^â + V^i est a + al/^+i, expression composée d'une 
partie rationnelle a + è, et d'une partie irrationnelle ny^; 
d'où il résulte que réciproquement la racine carrée d'une quan- 
tité de la forme a-+-\/b peut être, au moins dans certains cas, 
exprimée par la somme de deux radicaux du second degré. 

Pour voir dans quel cas on peut opérer cette réduction, 
posons 

où l'on doit déterminer j; et ^ en valeurs commensurables. 
Si l'on élève les deux membres au carré , il vient 

a + l/*=a.-4->- + ï/^, 
d'où l'on tire a — x — / + \/ï^ \'^Jïx- 
En faisant encore le carré des deux membres, on a 
^=.{a •— X — /)' + A + 2{rt — x—fyj. 
Le premier membre ^T étant rationnel, le second doitrêtre 
aussi, ce qui exige qu* l'on ait a- — x — 7:^0, d'où x +/i=a. 
En substituant cette valeur dans l'équation précédente, elle 

devient \3yfz= i, d'où xy=~ • 

4 
Les valeurs de r et de / sont donc celles qui satisfont à 

l'équation 2* — az-\-—=.o>, d'après ce qu'on a vu plus baut 

4 
(i43> 4°}» P^^ conséquent elles sont 

a — V"^irb 






Ainsi la condition nécessaire et suffisante, pour que les va- 
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leurs de ^ et de j soient rationnelles, et que par conséquent la 
réduction énoncée plus haut soit possible, est que Texpressioii 
«• — b soit un carré. 
En substituant ces valeurs dans lequation (i), elle devient 



2 

et l'on a de même 



(3) Vx'SIZv7?=v/^±E»!~*_v/ÏE^E*. 



Prenons pour exemple l'expression l/o4-ï7if . En faisant 
a=:8 et £:=:i5, la première formule donne 

Lorsque la quantité a'— é n'est pas un carré, les deut for- 
mules précédentes n'en ^ont pas moins vraies, puisqu'eri élé« 
Tant les deux membres au carré, on trouve des identités; mais 
alors elles ne sont plus utiles , les seconds membres devenant 
plus compliqués que les premiers. 

iSj. Lorsque la valeur absolue de la quantité a* — b est un 
carré, mais que cette quantité se trouve affectée du signe — , 
on est conduit à extraire la racine carrée d'une quantité en 
partie réelle et en partie imaginaire. 

Si l'on fait alors a=0L et b= — P* dans les formules (2) 
et (3), en observant (128) qu'on a v^— p»== pi/~ et d'ailleurs 
a — l/^a*+p*=(W^a* + p' — a)(— i), il vient 



(4) W/STpï737=v/?±^ + v/î^:î^(«/37), 

^ 2 

où V^** 4-P* est une quantité essentiellement réelle et plus 
grande que a. 
Il suit de là que les expressions 

l/^ï^^^ et v/Z^S^ 
^ 2 . ^ % 
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sont réelles, mais peuvent d'ailleurs ne pas être rationnelles. 
Représentant la première par A et la seconde par B , on voit 
qu'on aura en général 

V/a + P»/— = ±(A + BV/— x), 

|/a — pi/37=±(A— Bl/zn), 

c'est-à-dire que la racine carrée d'une quantité, en partie 
réelle et en partie imaginaire, se ramène également à une quan- 
tité de même forme , en partie réelle et en partie imaginaire. 

Dans la première formule, on prend les quantités A et B 
toutes deux avec le signe + , ou toutes deux avec le signe •^, 
parce que le produit 2AB doit égaler la quantité positive p. 
Pour la même raison , dans la seconde formule, les quantités A 
et B doivent être prises avec des signes contraires. 

On peut arriver directement au même résultat en détermi- 
nant les valeurs réelles de ^ et de / susceptibles de rendre le 
carré de l'expression .r -)- j V^^'HT égal à « -f- P V^^, ce qui 
donne 

Cette équation ne peut avoir lieu à moins qu'on n'ait en 
même temps, 

d'où (a:'+7*y=a'4-p* et ar'+7' = V^«'+P* ; 
de là on déduit 



x'=: , dou x=i±Y ' 



2 ^2 



et /' = -^ , dou 7=:±y/ -^ 



2 ^ r 2 



Ces valeurs ramènent donc aux formules (4) et (5), et Ton 
peut leur appliquer l'observation précédente relative aux signes 
des deux parties dont elles se composent, en remarquant aussi 
que l'expression v^a^+p», étant égale à la somme ^ + r*de 
deux carrés, ne peut être prise qu'avec le signe +. 

i58. Supposons, par exemple, qu'on demande les racines 
carrées des expressions -f-i/ZIT et — l/^, il faudra, dans 
les formules (4) et (5), poser « = o, et P=i, ce qui donnera 
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I — 1/=7 



Si l'on ajoute ces deux formules, membre à membre, en se 
bornant au signe + pour chacune d'elles', on aura 

On voit par cet exemple que la somme de deux expres- 
sions imaginaires peut être une quantité réelle. 

S 4- Questions sur les maxima et les minima quon peut ré» 
soudre par les équations du second degré. 

iSp. Lorsqu'une quantité croit ou décroît d'une manière 
continue d'après des conditions données, la plus grande et la 
plus petite valeur dont elle soit susceptible , d'après ces con* 
(litions, s'appellent respectivement son maximum et son mi- 
nimiun. Il faut bien observer que la plus grande valeur d'une 
quantité variable est un maximum , non parce qu'elle est plus 
grande que toutes les autres , mais parce qu'elle surpasse celles 
qui la précèdent et qui la suivent immédiatement. Les questions 
relatives aux mxixima et minima exigent , en général, l'emploi 
du calcul différentiel , et l'on ne peut résoudre que certaines 
d'entre elles avec les moyens fournis par les éléments de l'Al- 
gèbre, 

Nous avons déjà vu(i43) que le produit des deux parties 
dun nombre est le plus grand possible, c'est-à-dire, atteint 
son maximum^ quand les deux parties sont égales; et nous 
avons indiqué (i55) que parmi les triangles rectangles de 
même surface, celui dont le périmètre est le plus petit pos- 
sible ou un minimum est isoscèle. 

En général, lorsqu'on a une certaine fonction F (x) d'une 
quantité variable x^ et qu'on veut déterminer x de manière à 
rendre F (a:) un maximum ou un minimum, on pose F (or) =111, 
par exemple, ce qui donne une équation qu'on résout par 

M. ALCiBRE. it 
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rapport à ^, et l'on obtient une formule en m. Alors on 
discute cette formule en cherchant la valeur de m^ qui, ren- 
dant celle de x réelle , est telle qu eH TaugiAentant ou en la 
diminuant il en résulterait pour x des valeurs imaginaires^ ce 
qui donnera ()oUr P (x) Un fnaâcimum ou faii ûiihimum, 

i6o. Appliquons ces bonsidératiotis aux deux problèmes 
suivants : 

Problème i.. Déterminer la valeur de x qui rend la fraction 

x" — 4^+16 . . 

— ; — un maxittium ou un mmimumP 

4^ — 10 

Posons — ; ^ — = /w : 

4jr — 10 

on aura x^ — 4^+ 1 6=4^x — 1 6m , 
ou X* — 4{^'-^ ï )^+ 1 6m-{- 1 6=0 , 

d'où jîs=:2(iw+l)±l/4iii»+8»i-H4— i6m— 16, 

oU bieA x=z â(/7i+ 1)±2 V^TO*— am— 3. 
Léâ vAleum de x né peuvent être réelles que si Ton a 

m* — 2/n — 3 > o ou = o. 

Or comme m* — ntm — 3 = (/w-t-i) {m — 3), il faut, pour que 
ce produit soit positif, que les deux facteurs soient de tnéine 
signe, c'est-à-dire qu'on ait 

m > 3 ou = 3, ou bien m< — iou= — i. 

La première condition montre qu'en faisant m un peu plus 
petit que 3, on aurait pour x des valeurs imaginaires; ainsi la 
fraction proposée a pour minimum la valeur 3 qui correspond 
à ^=7. 

La seconde condition m=z — i montre qu'en donnant à m 
une valeur un peu plus grande, on aurait pour x des valeurs 
imaginaires I et qu'ainsi — i est le maximum des valeurs néga- 
tives de m y lequel correspond à ^ = o. 

Les valeurs ae m peuvent donc être considérées comme par- 
tagées en deux séries, les unes positives décroissantes dont la 
limite inférieure ou le minimum est 3, les autres négatives 
croissantes dont la limite supérieure ou le maximum est — i. 

Problème 11* Partager le nombre a en deux parties dont la 
somme des carrés soit un maximum ou un minimum? 
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Soit X l'une des parties, oh aura pour Tautre a— jr; et la 
somme des carrés sera .«r ' + (a — j:) * . 

Posons or* -h (a — r)* = m, 

d où l'on tire ^^tz -« ± - V^am — a». 

Pour que les valeurs de x soient réelles , il faut qu'on ait 

_, ^ or or 

2/w>a* ou=a% dou /»> — ou=:— jet pour que la seconde 

Taleur soit positive , il faut qu'on ait 

a> V^ai» — a* ou = V^aiw — a», d'où m<a} OU =a". 
La première condition montre qu'en faisant m un peu plus 

petit que —, on aurait pour x des valeurs imaginaires. Ainsi 

cette valeur — donne le minimum de la somme des carrés des 
deux |)arties de a, lequel minimum correspond à la seule valeur 
x=-, et a donc lieu quand les parties sont égales. 

La seconde condition montre qu'en faisant m un peu plus 
^and que a*, les valeurs de x seraient imaginaires. Ainsi cette 
valeur a^ donne le maximum de la somme des carrés des deux 
parties, ce qui arrive lorsque l'une des parties est nulle, alors 
l'autre se confond avec le nombre a lui-même. 

Problème m. Un cours (Veau dune vitesse donnée agit à la 
circonférence d^une roue hydraulique; on demande quelle doit 
être la vitesse de la roue pour que r effet produit soit un maxi- 
mum , sachant que toute vitesse perdue y soit à Ventrée^ soit à 
la sortie de la roue y occasionne une perte de force vit^e propor^ 
tionnelle au carré de cette vitesse? 

Soit V la vitesse du courant, x la vitesse de la roue, mesurée 
à la circonférence , et /w* le coefficient constant de la perte de 
force vive. 

La vitesse perdue à l'entrée de la roue étant i; — a:, la perte 
de force vive en ce point sera m^ (v — x)^^ la vitesse perdue à 
la sortie de la roue étant x, la perle de force vive sera m^'x*. 
On aura donc /w* (v — xy+m^x^ pour la perte totale de force 

II. 
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vive. Il S agit de déterminer x de manière que ce total koit un 



minimum. 



Pour cela, posons m^ {v — a?)*+m'a?*=«; en effectuant les 
opérations, on a successivement 

v* u 

x^ — VX'\ ; = o, 

a 2/?i' 

dou j:=:-±v-7 \ ; ' 

24 a 2/w 



ou enfin 



2^ i_t y*^ 2^ 

2 2/w'' 4 



On aura évidepiment la plus petite valeur qu*on puisse don- 
ner à Uy sans que x cesse d'être réel, en égalant à zéro la quan- 



u v' 



tité placée sous le radical, ce qui donne Téquation — ^ — — =0, 

d'où ii= ; la valeur correspondante de x étant—, il en 

résulte que la vitesse de la roue à la circonférence doit égaler 
la moitié de celle du cours d*eau pour que leffet produit soit 
un maximum. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

PUISSANCES, BACINES ET ÉQUATIONS D'UN DEGBB QUELCONQUE. 



CHAPITRE V. 

PUISSANCES ET RACINES DES QUANTITÉS NUMÉRIQUES ET ALGÉBRIQUES. 
CALCUL DES EXPRESSIONS IMAGINAIRES ET DES RADICAUX. 



SECTION PREMIERE. 

PUISSANCES ET RACINES DES QUANTITES NUMÉRIQUES ET ALGÉBRIQUES. 



§ i^^. Puissances et racines des monômes. 

i6i. Nous avons vu (4) quen désignant par m un nombre 
entier positif quelconque^ la puissance m" d*une quantité est le 
produit de m facteurs égaux à cette quantité. Or il résulte des 
règles de la multiplication (34) que si Ton multiplie entre eux 
m facteurs égaux à un monôme quelconque , le produit total 
sera composé du coefficient élevé à la puissance m', multiplié 
d abord par la première lettre avec son exposant répété m fois, 
puis par la seconde lettre avec son exposant répété m fols , 
ainsi de suite. Par conséquent 

1° Pour former la puissance m' d*un monôme^ il faut éleifer 
son coefficient à la puissance m', et multiplier tous les expo* 
sants par m. 

Ainsi (3a ^ b^à^f — 243a"i' V% 
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On voit encore que la puissance m" d'un monôme égale le 
produit des puissances m'" de tous les facteurs. 

Quant au signe de la puissance, il suit de la règle des signes 
pour la multiplication (22), que la puissance paire d*une 
quantité négative résultant de la multiplication de facteurs 
négatifs, pris deux à deux, cette puissance aura le signe + , et 
que la puissance impaire d'une quantité négative résultant de 
la multiplication d'un nombre pair de facteurs, dont le produit 
est positif, par un facteur négatif, cette puissance aura le 
signe — . Donc 

2° Quel que soit le signe dHune quantité^ ses puissances paires 
sont positi%»eSy et ses puissances impaires ont le même signe que 
cette quantité. 

D'après cela, (±5a^i»<?)»^=+5«"a''**A*''^i!*' 

et (±5a 3 A»c)"'"+'=±5""+V (*™+') A" ("»+')c""+\ 

11 résulte des deux règles précédentes que réciproquement, 
pour extraire la racine m* d*un monôme ^ il faut prendre la 
racine m* du coefficient^ diviser par m V exposant de chaque 
lettre^ et donner à la racine le signe do ou seulement le signe de 
la puissance^ selon que V indice de la racine est pair ou impair. 

162. D'après la règle donnée pour la multiplication des frac- 
tions (Sp) , il est évident que 

Pour former la puissance m* d*une fraction^ il faut élever ses 
deux termes à la puissance m^ 

Réciproquement, /?oar extraire la racine xs^ d* une fraction y 
il faut prendre la racine m* des deux termes, 

Amsi (^^J =^, et V -^=r 

i63. Lorsque le coefficient du monôme, dont on veut ex- 
traire la racine m% n'est pas une puissance m* exacte , ou que 
tous les exposants des lettres ne sont pas divisibles par m, on 
peut se borner à indiquer seulen^ent l'opération, ou bien en- 
core , cooi me on l'a vu pour la racine carrée des monômes (128), 
décomposer le monôme en deux produits, l'un formé de 
tous les facteurs qui sont des puissances m" exactes » et Tautre 
contenant les facteurs restants. Alors on extrait la racine m* 
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du premier produit et Ton indique seulement celle du second. 
Par exemple, v/54?ÎV^ = 2aiV^ ^4a*ùc\ 

On ne met pas ici le signe ± à la racine, parce qu elle ren^ 
ferme encore un radical qui Tindique suffisamment. 

1^4* Quand l'exposant d'une lettre n*est pas divisible par 
l'indice de la racine à extraire, et qu'on applique la règle 
donnée ci-dessus (i6i), on arrive à une expression affectée 
d'un exposant fractionnaire. Soit, par exemple, [^a^. La règle 
donnant a^, si l'on veut qu'elle s'applique à ce nouveau cas, 
iifaat nécessairement admettre que les deux expressions V'^'^â' 
et a^ sont identiques. 

Ainsi, en général, en aura identiquement 

M 

Mais la première expression indique simplement une opé- 
ration à faire, tandis que la seconde montre de quelle manière 
on doit procéder. 

Les extractions de racines qui ne peuvent s'efFectuer com- 
plétennent conduisent donc aux exposants fractionnaires, ab- 
solument de la mén|6 manière que les divisions qui nfi peuvent 
s'effectuer complètement con4ttisent ajux fractions. 

$ a. Puissances et racines des nombres et des polynômes. Princi- 
pes s^r lesfactems premiers et sur le4 dim^Uis dç4 nombres. 

i65. Lorsqu'on veut élever yn polynôme à une puissance 
quelconque, on peut toujours représenter le premier terme 
par ^, et la somme de tous les autres par a, ce qui ramènera 
la formation de la puissance m* du polynôme proposé à celle 
de la puissance m' du binôme jr+a* La question se réduit donc 
à développer (j?-|-a)'*. On pourrait y parvenir en multipliant 
m — I fois par lui-même le binôme x-^-a] mais comme le cal- 
cul serait trop long, on a cherché une formule qui donnât 
directement une puissance quelconque d'un binôme. Cette 
formule importante s'appelle binôme de Newton^ du nom de son 
iiiventeur. 
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Comme elle exige qu'on connaisse les nombres di arrange- 
merUs^ Ae permutations et de combinaisons ou produits quon 
peut former avec un certain nombre m de lettres, en les pre- 
nant n à /i,nous allons d abord résoudre ces trois problèmes. 
i66. Problème i. Déterminer le nombre (T arrangements 
qu^on peut former en prenant m lettres n à n ? 

Supposons quon ait m lettres a^b^c^d^.». et quon veuille 
former tous les arrangements de ces lettres prises deux à deuxj 
il est clair qu'il suffira d'écrire successivement à la suite de 
chaque lettre les m — i autres, ce qui donnera des arrange- 
ments tels que 

ab^aCj ady 

ba^ bc^ bd, 

ca , cb , cd^ 

Donc, en désignant par A, le nombre des arrangements des 
m lettres prises deux à deux, on aura évidemment 

A, = m(/n — i). 

Maintenant si Ton veut former les arrangements des m let- 
tres prises trois à trois ^ il suffira d'écrire, à la suite de chacun 
des arrangements deux à deux, les m — a autres lettres, ce qui 
donnera pour le nombre A3 des arrangements pris trois à trois 

A3 = /» ( — i) (/w — 2). 

De même, le nombre A^ des arrangements des m lettres 
prises quatre à quatre sera 

A^=zm(^m — i) (/w — 2)(/w— 3). 

L'analogie montre évidemment que chaque fois qu'on in- 
troduit une lettre de plus dans les arrangements, il entre 
aussi dans la formule relative un nouveau facteur moindre 
d'une unité que le précédent. On aura donc pour le nombre 
Am des arrangements de m lettres prises /i à n, 

A^z=m(m — i){ni — 2)... (m — n+i). 
On peut encore obtenir cette formule ainsi qu'il suit : 
Supposons que l'on connaisse le nombre A^^^ d'arrange- 
ments de m lettres prises n — i kn — i, il est clair qu'on ob- 
tiendra ceux de m lettres prises // à /t , en ajoutant successive* 
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ment à chacun des arrangements précédents chacune des 
w— (« — i) lettres restantes. Ainsi on obtiendra la valeur de 
A, en multipliant celle de A„_, par m — /i + i. 

Or, on a évidemment A, = /7ty donc A,=m(/7t — ^)y'P^T suite 
Ai=:m(m — i) (/?* — a). ... et enfin 

A^=zm(rn — i) (/» — a) . . . • (//i — n+ i). 

167. Probi«£mb II. Déterminer le nombre de permutations 
^'on peut faire açec n lettres? 

Les permutations de n lettres, étant les résultats qu'on ob- 
tient en écrivant ces n lettres de toutes les manières possibles , 
ne sont évidemment autre chose que les arrangements de ces 
n lettres prises n k n. On peut donc les déduire de la formule 
précédente en y faisant m =: /i , ce qui donne pour le nombre 
cherché P, des permutations 

P„ = n (/i — i) (« — a). ... 1 
ou bien P« = i • 2 • 3 /i. 

Cette formule peut s'obtenir directement, en remarquant 
que deux lettres donnant deux permutations abj ba^ on aura 
celles de trois lettres en plaçant successivement après chaque 
lettre chacune des deux permutations des deux autres, ce qui 
donnera 2.3 permutations, ainsi de suite, de sorte que le 
nombre de permutations de n lettres sera P„=i .2.3. . .n. 

168. Problème m. Déterminer le nombre de combinaisons 
ou produits qu* on peut former açec m lettres prises n à n? 

Les combinaisons ou produits qu'on peut former avec m 
lettres prises nkn sont les résultats réellement distincts qu'on 
obtient en écrivant, à la suite les unes des autres, n de ces' 
w lettres. 

Ainsi, par exemple, les 4 lettres a^bj c^d^ prises 2 à 2, ne 
donnent que les six combinaisons 

abj ac ^ adj bc^ bd^ cd. 

Or, si l'on connaissait le nombre C„ des combinaisons ou 
produits de m lettres prises /i à /i , il est clair qu'on obtien- 
drait le nombre A, d'arrangements de m lettres prises /» à /i, 
en faisant dans chaque produit le nombre P^ de permutations 



J 
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dont ce produit est susceptible. D'où il résulte que 

A„ = L„ . P^ , 
et par conséquent 

Ap m(m — i) {m — 2) -T-lm — tt + i) 






A. 



Xa^BaO. • • • •/# 



On voit que ^^ est toujours un nombre entier. 



Birifôme d^ Jfe^ton dans le cas de Vexposant entier positif, 

169. Cherçbonç continent on peut obtenir upe formule 
dopn^qt le déyeloppemept ç|e (^+ a )'", dont il a été parlé plus 
hai4t(i65)x ^t voyons d'abofd si l'on ne pourrait pas la dé- 
duire de Texamen des puissances successives à^ x-^a. Le cal- 
cul donne pour les trois puissances qui suivent la première : 

(a; -h a)' =a:* + 2 a:r -h a', 

{x + afz=a^+ 3fljc*+ ia^x + a% 

{x + ay = x^-{-^aa^ + Gà'a^ + l^àx + a*. 

La loi des exposants sereconnait immédiatement, mais non 
celle des coefficients, parce qu'ils proviennent des réductions 
qui se présentent lorsqu'on fait le produit de facteurs égaux. 
Or, on évitera ces réductions en donnant à chaque facteur un 
second terme différent; et alors, au lieu des trois produits 
précédents , on obtiendra les trois suivants : 





x+ab 


\ 


{x-\-a) (x+3) {x-\-à) =s j^'+ffl 


sf+qb 
+ac 
+bc 


X +abç 


{x-\-a){x-^b){x-\-c){^x+dl) — a^.-^a 


x^+ab 
+ac 
+b€ 
+ad 
-i^bd 
-{-cd 


x*+abc 
+abd 
+acd 
+bcd 



x-^-abcd 



On reconnaît dans tous ces produits la loi suivante : 
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Le produit contient un terme de plus quHl y a d'unités dans 
le nombre des facteurs. V exposant de x, terme commun à tous 
les facteurs binômes^ va en diminuant d'une unité depuis le 
premier terme ^ ou il égale le nombre des facteurs^ jusqu'au 
dernier terme , ou il est nul. Le premier terme , qui est la plus 
haute puissance dex^ a pour coefficient l'unité; le terme ^ qui a 
une unité de moins dans son exposant , ou le second ^ a pour 
coefficient la somme des seconds termes des binômes; h troi^ 
sième terme a pour coefficient la somme des produits de ces 
mêmes seconds termes , pris fk à ^ ; èe quatrième terme a pour 
eoeffieient la somme des produits des mêmes seconds termes j 
pris 3 à 3/ ainsi de suite ^ jusqu'au dernier terme y qui est le 
produit de tous les seconds termes des binômes. 

Il reste à prouver que cette loi est générale et indépendante 
du nombre des facteurs binômes. On y parvient aisément efi 

montrant que si elle est vraie pour le produit 

js^-i-px^"* + qaf^~* -H rr*""^ + . . • + /^ -+- v 

de m facteurs, elle aura encore lieu pour m+i facteurs, c est- 
à-dire en prenant un facteur binôme de plus. 

En effet, soit a: +/ cet autre facteur, le nouveau produit 
sera 






^'^ + q 
+pl 



. . . + r/ 



X 



Or, la loi des exposants n'est pas chapgée;car le plus haut 
exposant de :r est w -+• i, c'est-à-dire le nombre des facteurs, 
et cet exposant diminue successivement d'une unité à chaque 
terme, jusqu'au dernier terme, oi| il est nul. 

Il en est de même de la loi des coefficients. Celui du pre- 
mier terme est i ; celui du secop4 terme e^lp+l^ pu la sprome 
p des seconds termes des m prefniers facteurs , plus l le $pcond 
terme du nouveau facteur; ce coefficient est donc égal à la 
somme des seconds termes des m •\' i facteurs. 

Dans le cas de ni facteurs , q est la somme des produits des 
seconds termes pris 2 à a ; en outre pi est la soipme des pro- 
duits de ces seconds termes par /; donc, dans le pas àe m-\ri 
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facteurs, le coefficient g +7^/ du troisième terme est la somme 
des produits des seconds termes pris 2 à 2. 

Dans le cas de m facteurs,/* est la somme des produits des 
seconds termes pris 3 à 3 ; en outre ql est la somme des pro- 
duits de ces seconds termes pris 2 à 2 par le second terme du 
nouveau facteur; donc, dans le cas de m-\-i facteurs, le coef- 
ficient r-i- ql du quatrième terme est la somme des produits 
des seconds termes pris 3 à 3. 

En raisonnant toujours de même, on arrivera au dernier 
terme tjI qui est évidemment le produit de tous les seconds 
termes des m+ i facteurs. 

Donc la loi énoncée plus haut, et qui a été vérifiée par la 
multiplication de deux facteurs, est encore vraie pour trois, 
par suite pour quatre , et, en général, pour un nombre quel- 
conque de facteiirs. 

170. Il est maintenant facile d'obtenir le développement de 
la puissance m'' entière et positive d'un binôme ^ + a ; car il 
suffit de rendre les seconds termes égaux, dans le produit des 
i/i facteurs binômes précédents, c'est-à-dire défaire az=zbz=c 
= rf = etc., dans le produit jf'+px^''^ + qaf^~* + rx^^^+. *» 
+fcr-|- V de m facteurs. Alors /?, qui égalait a -f- i + c+d+ etc., 
deviendra a-^a+a-\-a-\-. . • pris m fois ou ma. De même ç, 

qui égalait ab -{' ac + ad -\- bc + , deviendra a* répét^ 

autant de fois qu'on peut faire de produits avec m lettres prises 

2 à 2, c'est-à-dire — ^ d'après ce qu'on a démontré plu^ 



1.2 



haut ( 1 68 ) ; donc q = — ^^ a*. Ensuite /•, qui égalait 

abc -H abd + acd + ...., deviendra a' répété autant de foi^ 
qu'on peut faire de produits avec/ro lettres prises 3 à 3,c'est^ 

, j. m(m — i){m — 2) , m(m — i)(m — 2) o 

a-dire — ^^ ^^^ ^: donc rz=— ^^ ^ -' a^. 

1.2.0 ■ 1.2.0 

Ainsi de suite, jusqu au dernier terme v^ qui, égalant abcd.U 
deviendra a'". 

On aura donc enfin 
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^ ^ I ' 1.2 

m(m — i)(m — 2) , , 
i.a.o ^ 



Nous verrons plus loin (437) que cette formule s'applique 
également au cas de Texposant négatif ou fractionnaire. 

171. Le développement de (a? + a)"* donne lieu aux remar- 
ques suivantes : 

i"" L! exposant de x diminue d!une unité dHun terme au sui- 
vant^ et de même celui de a augmente d*une unité, de sorte 
que la somme des exposants de x et de sl est toujours égale a 
mj oUj ce qui resfient au même y dans un terme quelconque ^ 
V exposant de a égale le nombre des termes précédents y et celui 
de X égale m diminué du même nombre. 

Donc la puissance m* dun binôme homogène est un poly- 
nôme également homogène. 

2° Le coefficient de chaque terme a pour numérateur le pro^- 

duit des facteurs m, m — i,m — 2 , jusqu^à m — autant 

d^ unités qiCil y a de termes précédents moins un y et a pour dé^ 

nominateur le produit des nombres naturels 1,2, 3 yjusqu^à 

l'exposant de a ou le nombre des termes précédents, 

'il' On peut écrire immédiatement un terme dont on connaît 
le rang sans avoir besoin de calculer ceux qui précèdent. 

Ainsi pour le terme T„^j du rang /i + i on aura 

_ m{m—i){m—o),.,{m—n + i) ^ 

^ I»2.0.../Z 

Cette formule s appelle le terme général du binôme, parce 

quen y faisant successivement /i = i,/i=:2, n = 3 y elle 

sert à donner tous ses termes, excepté le premier qui a lieu 
pour /i = o. 

Si l'on fait n = m , le numérateur devient égal au dénomi* 
Dateur, et la formule devient a"*. 

4° On passe d^un terme au suivanty en ajoutant i h ïexpo^ 
sont de a, diminuant de i celui de x, multipliant son coefficient 
par V exposant de x dans ce terme y et le divisant par le nombre 
qui marque le rang de ce nouveau terme. 
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172. On peut encore déduire de la formule du binôme 
plusieurs conséquences remarquables que nous avons séparées 
des précédentes, parce que, n étant pas aussi directes, elles 
ont besoin d*étre établies par une démonstration. 

PttBMiéRÉ coNsiBQUENGE. Lcs têmtes également éloignés des 
extrêmes ont les mêmes coefficients. 

1^ Démonstration. ^- Le terme T„^, qui en à H avant lui, 
est, comme on vient de le voir, 

_, m(m — i)(m — 2),,. (m — n-\-i) . 

^^ 1 .2.0. . .n 

Or, comme il 7 a en tout m+ 1 termes, celui qui en a n 
après lui, en a inH-i — n — i ou m — n avant lui; on le déduira 
donc du précédent en changeant n en m — /t , ce qui donne 

T — ^'n~i){m — !i)...{n + i) 

^ 1,2.0... (m — n) 

Il reste donc à prouver qu'oti â Féquation 

m{m — i)('w — 2). . ,{m — /i+i) m(m — i){m — 2). . .(n-f-i) 

1.2. 3.. ./i 1.2.3... (/7î — n) 

Or, en réduisant au même dénominateur, il vient 

t .a.3.*.(iii— «)(iw— /i-hi)...(/n'-i)m=i .2.3*..n(/i+i)...(m— 1)^2. 

Ces deux tnembres sont évidemment égaux cottime étant 
tous deux composés des facteurs 1,2, 3..., jusques et j com- 
pris m; ce qui démontre le principe énoncé. 

2* Démonstration, — D après la composition du binôme 
(a: 4- a)"*, le terme T^, a pour coefficient le nombre des com- 
binaisons ou produits qu on peut former avec m lettres prises 
n k n^ et de même le terme T,^„^j, qui en a n après lui ou 
m — n-\-i avant lui, a pour coefficient le nombre des produits 
qu on peut former avec m lettres prises m — n k m — n, H 
est clair que ces deux nombres sont égaux; car à chaque com- 
binaison ou produit qu*on obtient en prenant n lettres sur m 
lettres, correspondra un produit des m — n lettres restantes; 
il 7 en a donc autant de la première sorte que de la seconde. 

3* Démonstration. — Soit le c coefficient du terme de {x-{-^T 
qui en a /i avant lui. £e binôme .?: + a restant le même quand 
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on change a en a: et a: en a, les coefficients du développement 
de (a: -H a)'" resteront évidemment les mêmes après ce chan* 
cernent, puisqu'ils sont indépendants de a: et de a. Par con-* 
séquent, diaprés la loi des exposants, le terme qui, dans le 
développement de (a + ^r)"*, en a /i avant lui, aura le même 
coefficient c, 

lyS. Deuxième conséquence. Si x est positif et a négatif, 
les termes du développement seront alternativement po$it\fs et 
M^atifs. 

Car si dans le développement de (x + df on remplace a par 
-a, tous les termes où l'exposant de a est pair resteront po- 
sitifs , et tous ceux où Texposant de a est impair deviendront 
négatifs; or, ces derniers termes sont évidemment tous ceux 
de rang pair : on aura donc 

(j: — «r = jr* aaT" " H ^^ ^- «"ar*— * — etc. 

^ ^ I i.a 

174. Troisième conséqubncb. La somme des coefficients de 
tous les termes du développement de (x + a)"*, jr compris ceux 
des termes extrêmes j égaie 2T; et la somme des coejjficients des 
termes de rang pair égale la même somme pour les termes de 
rang impair. 

£n effet, si dans les développements de (x+aj^et de(â? — a)" 
on fait x=. i et a = i , on aura 

,,_, , ^ , //i( m— i) /w(//t— i)(m — 2) 
z 1.2 i.a.o 

m m(m — i) m(m — i)(nt — a) 

rt 0=zi h ^ -^ 



• • • • 
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Il suit encore de là que ja sommé des produits , qu on peut 
faire avec m lettres prises i à i, 2 à 2, ... • {m — i) à (m — • i), 
'» à w, est égale à 2" — i . 

^75. Quatrième conséquence. Le binôme x" — a"* est di- 
visible par X — a. 

En effet, posons x — a=zZj d*où x = a+z y on aura 

^"— «"•=(« -h 2)'" — a"'=a'^ + mza'^'~\...+z'^ — a"* 

^6 polynôme est évidemment divisible par z ou par a:-— a, 
comme on Ta déjà vu d'ailleurs (5 7). 
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1^6. Remarque, Si dans la formule de (.r+a)"* on fait m=o, 
le premier membre devient (x + ayoïi i, et le second membre 
sera i°+i** ou 2. Ce résultat contradictoire vient de ce que le 
développement de (^ + a)"*, qui doit avoir /w+i termes, nen 
a plus quun seul lorsque 772 = 0, et ce terme est i. 

Application aux puissances des binômes, 

lyy. Lorsqu'on veut développer une certaine puissance d'un 
binôme quelconque, on facilite l'opération en développant d'a- 
bord la même puissance Ae x + a ou de x — a, selon que le 
second terme du binôme proposé a le signe -|- ou le signe — , 
et en remplaçant ensuite les lettres x ela par leur valeur. 

Soit à développer (2^' — 3a*i)^5 on a d'abord 

(jr — ay=zar' — ^ax^+ loa^a^ — loa^x^ + ^a^x — a?. 

Remplaçant x par 2^^ et a par 3a'&, il vient 

{ix^ — 3a^by=z 32x'' — 24oa^bx'^ 4- 720^***^»— loSoa^iV 

+ 8 1 oa^b'x^ — 243tt'°i\ 

178. On peut mettre la formule du binôme sous une forme 
plus simple qui en facilite l'application. A cet effets on multi- 
plie et on divise par :& les deux termes du binôme J7 + a,ce 
qui donne 



x + a=zxÇi+^; 



en faisant alors -=/, on a 

X 

(â: + «)"* = a:"* (1+7) *". 

Or, si Ton remplace f par i et a par y dans la formule de 
(x + a)"'y il vient 

*■ X.2 I.2.0 

donc 

(^+«r=^( iH 1 — ^ — -—.-^— — ^^ — --^+- )• 

V I^ 1.2 JP' 1.2.3 X^ J 

Pour calculer aisément cette formule, il faut d'abord former 



A 
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1 vj i» • mm — 1 m — 'Jt m — 3 i.i. 

la suite des fractions— 9 > — = — > — ; — «..•• mumplier 

12 4 '^ 

la première par -, pois le résultat par • -, ce second 

résultat par — - — • ~, ainsi de suite, reunir tous ces termes ^ 
y ajouter Tunité, et multiplier le tout par ûs*. 



application aux puissances dés polynômes* 

179. Si Ton veut former la puissance m* du polynôme 
a+i4-<?*+-rf-hetc., on fait i-hc-4-rf-f-etc.=/>, par exemple, 
et l'on a(a+A+c-f-rf+etc.)'"=(a+/>)*, dont le déyeloppe- 
ment est donné par la formule ordinaire. Alors il faut substi- 
tuer dans les m derniers termes à/; sa yaleur &+c+€i{+etc* 

Pour obtenir un terme quelconque, par exemple , le der- 
nier jd" qui contient la plus haute puissance de/^, on fait e+d 
+etc.=y, et Ton a(iH-c4-rf+etc.)"' =(A+ç)"'.On continue 
de même jusqu*à ce qu'on n*ait plus que la somme de deux 
termes à élever à la puissance m'; il est facile de voir que si 
Un effectue successivement toutes les substitutions néces- 
^es , le résultat définitif donnera le développement de 
(a+J+c+rf+etc.)". « 

Usait de ce qui précède et du n*" 171 (i'^) que si le poly- 
nôme donné est homogène, sa puissance m* sera également 
ui^ polynôme homogène. 

^ines des nombres. Principes sur les facteurs premiers 

et les diviseurs des nombres* 

180. Nous avons donné dans T Arithmétique (n*" 100 à i3o) 
^ règles à suivre, soit pour extraire les racines carrée et cu- 
"^^e des nombres, soit pour approcher de la valeur des ra- 
ines, lorsque les nombres proposés ne sont pas des carrés 
^^ des cubes parfaits. Il est facile de Voir que les mêmes rai- 
^nnements et les mêmes règles s'appliquent également à lex- 

M. AiiGiBRK, la 
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traction de la racine m* des nombres : aussi nous nous borne- 
rons à les rappeler rapidement. 

La puissance /it' de lo, le plus petit nombre de a chiffres, 
est Tunité suivie de m zéros , et a par conséquent Jii-i-i chiffires. 

Ainsi lorsque le nombre donné a m chiffres au plus, sa ra- 
cine m* n*a qu'un seul obiffire; on dierchera dono s il est h 
puissance m* d'uq des neuf premiers nombres^ ou , dans le cas 
contraire, entre quelles puissances m^ consécutives il est con- 
tenu. 

Lorsque le nombre donné a plus de m chiffres, sa racine m' 
a des dizaines a et des unités h; or(a-f-ft)"'=a"+/nAa"*^'+etc., 
et a"^ pu la puissance m' des dizaines doit être termina par 
iffL zfros; donc le$ m premiers chiffres à droite du noE^bre pro- 
posé ne peuvent en faire partie y et on \e^ séparera par une 
virgule. 1^ la partie restante à gauche contenait encore plus de 
m chiffres , sa racine m' aurait de ipême des dizaines et des 
unités, aîn^i de suite. On partagera donc le nombre proposé 
«n tranchea de m chiffres en allant de droite i gauche, et l'on 
extraira la racine m* de la première tranche à gauche, ce qui 
donnera les dizaines de la racine ou a; retranchant a", et à 
oôté ^u reste abaissant la tranche suivante, on divisera le tont 
par ma"^% ce qui donnera les unités h ou le chiffre suivant de 
la racine; et ainsi de suite, jusqu à ce qu on ait abaissé touttf 
les tranches. * 

i8i. Quan4 l'indiee^ de la racine à extraira peut se décom- 
poser ei| £aioteurs premiers, on arrive plus simplement au ré* 
sultat en extrayant successivement les racines de degrés ala^ 
qués par ces facteurs. 

Boujç déiioontrer TexacUtude d^ çç pi*oççdé y il s.\]dE&t ^ ^ 
voir qu on a 

En effet, soit \^ y^ = or, on aura y/â= a:?*, et, par suitH 

a zzzaf^y d'où p^=:^ j Téquation ci-dessus a donc réellemcii! 
lieu. Ainsi donc, au lieu d'extraire de a la racine di^ degré wM^ 
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OD peut prendre d'abord la radine wfàt a^ et ensuite la racine 

n* du résultat. 
Voici plusieurs exercices de calcul : 

182. I^ous avons démontré dans rArithmétique (n"" 4^ ^ 6a) 
qne tou^ nombre premier^ qui divise exactement le produit de 
imx facteurs^ divise nécessairement F un de ces facteurs. D*ou 
Ton a conclu ( n~ 109 et 124 ) que le carré et le cube d'une 
fraalon irréductible sont aussi des fractions irréductibles. Les 
raisonnements dont on a fait usage , étant indépendants des 
nombres pris pour exemple , s'appliquent également à des 
lettres représentant des nombres quelconques. Mais on peut 
encore généraliser le même principe en renonçant ainsi : 

Théoheme. Tout nombre n, qui divise exactement un produit 
ab (fe deux facteurs , et qui est premier avec a^ doit diviser b. 

£n effet , soit a>n. En opérant sur les nombres a et n 
comme pour chercher leur plus grand commun diviseur, et 
désignant les quotients successifs par q^ q'^ etc., les restes suc- 
cessifs par r, r\ etc., on aura les égalités 

a=znq + r, /i = rj' + /, eta 

En multipliant les deux membres de chacune d'elks par bj 
elles divisant ensuite par n^il vient 

ab , rb . rb , ^^ ^ 
—=.bq+--'^ 6 = --, jp+— , etc. 
n * n n n 

Or, par hypothèse, — est entier; donc puisque d^r est aussi 

n 

rb 
entier, il fiiut que — le soH pareillement, c'est-à-dîre que rb 

soit divisible par n. De la deuxième égalité on conclura de 

même oue — doit être entier : ainsi de suite. Mais a tin ét^nt 
^ n 

fremiers ealre eux, l'un des reatea auocesaîfs r, r^* ...... ^^ 

19. 
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nécessairement égal à lunité. On aura donc une égalité^ d*où 

Ion conclura que — ^ est entier, ou que b doit être divisible 

parn. 

i83. Remarque I. U suit de là que 

Tout nombre premier p , qui éUifise un produit abcd de m 

nombres entiers y dipise nécessairement un des facteurs. 

Car en considérant le produit donné comme composé des 
deux facteurs a.bcd. • ., si/; est premier avec a, il doit diviser 
le second facteur bcd, . .; de même, s'il est premier avec h^ il 
doit diviser cd. . .y ainsi de suite. Enfin si p est premier avec 
les m — I premiers facteurs , il doit diviser nécessairement le 
dernier. 

i84- Remarque IL II résulte encore de là que 

Tout nombre n ne peut se décomposer que d^une seule ma- 
nière en facteurs premiers. 

En effet, soit n=abcd. • • , et soit, en outre , s*il est possible, 

n — dVc'd ,ces facteurs étant différents des premiers; on 

aura l'égalité abcd...^=.a'V c d\ . ., et par conséquent à devant 
diviser le produit abcd,.. divisera l'un des facteurs. Mais comme 
ceux-ci sont premiers, il faut que a égale l'un d'entre eux, a, 
par exemple. En divisant les deux produits par a on aura en- 
core bcd... = b'c'd...^ et l'on prouvera de même que V doit 
égaler l'un des facteurs du produit bcd,..^ par exemple le fac- 
teur b; ainsi de suite. D'où il résulte que les facteurs des deux 
produits sont égaux chacun à chacun. 

lies deux remarques précédentes peuvent aussi bien être 
regardées comme des théorèmes, ou comme des corollaires, 
nom que nous n'avons pas employé dans ces éléments d'Algèbre. 

i85. Quant à la manière de trouver les facteurs premiers et 
les diviseurs d'un nombre, nous renvoyons à notre Arithmé- 
tique (n''44)* Nous ajouterons seulement que si un nombre N, 
décomposé en facteurs premiers ,a,b,c ,... est N=a"iV. . . , 
tous ses diviseurs seront les différents termes du produit 

(i+a+a'....-4-a'") [i^b+b\...+l^) (i+e+c'....+c') 

En effet tous les diviseurs sont compris dans la formule a "'^ V • . . 
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OÙ les exposants m', n\p',,.. peuvent prendre toutes les valeurs 
depuis zéro jusques et y compris respectivement m, n, /?...j 
en outre le nombre N ne peut avoir que les diviseurs indi- 
qués^ car autrement il se décomposerait de plusieurs ma- 
nières en ËLCteurs premiers. Le produit des deux premiers 
polynômes ayant un nombre de termes égal k{m+i){n + 1), 
celui des trois premiers polynômes donnera (m4-i)(n-4-i)(/>+i) 
termes, ainsi de suite. Le nombre total des termes sera donc 

(m+i){n+i) (/>•+• i) 

i86. Revenons maintenant aux racines des nombres. Il ré- 
sulte immédiatement du théorème précédent (i8a) que la 

a a* 

puissance va' d^une fraction irréductible t- est une fraction ^ 

également irréductible; voyez d'ailleurs les raisonnements em- 
ployés dans notre Arithmétique (n®' 109 et 124) pour le carré 
et le cube d'une telle fraction , et qui sont applicables ici. On 
conclut de là que si un nombre N n'a pas de racine m' exacte 
en nombre .entier, il n'en aura pas non plus en nombre frac- 

JR 

tioDuaire. Car soit ^^=-7, fraction qu'on peut toujours 

supposer réduite à ia plus simple expression , on aurait alors 

Nzz: — , c est-à-dire un entier égal à une fraction irréduc- 

tible, ce qui ne peut être. On dit alors que la racine m* de N 
est incommensurable ou irrationnelle (Arith., n® iio). 

187. Lorsqu'un nombre n'est pas une puissance m' exacte, 
on approche de la vraie racine par les procédés détaillés dans 
notre Arithmétique (n*^ iio, m, laS, iâ8) pour les racines 
carrée et cubique. 

D'abord on a vu (162) que y — = v- 

Si les deux termes de la fraction proposée, qu'on peut tou- 
jours supposer irréductible ^ sont des puissances exactes du de- 
gré m ,1a racine est commensurable. Mais elle est , au contraire, 
incommensurable quand les deux termes, ou seulement l'un 
des deux, ne sont pas des puissances m*' exactes* Alors, pour 
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connaître l'espèce de la fraction, on multiplie ses deux termes 
par un nombre tel que le dénominateur devienne une puis- 
sance m*. Lorsque le dénominateur n'est pas un nombre pre- 
mier, il £iut le décomposer en ses facteurs premiers^ et pren- 
dre , pour multiplier les deux termes de la fraction , le produit 
de ces facteurs premiers élevés à des puissances convenables, 
comme pour les racines carrées et cubiques (voy. notre Arith., 
n"^ io8 et 124 9 notes). 

Maintenant, pour trouver la racine nf du nombre entier N , 

à mbins de la fraction t* on mettra If sous la forme — r — , et 
Ton aura 

Soit a la racine m" de N^*" à moins d'une unité, il est clair 

oc • (X -4*- I 

que la racine m^ de N sera comprise entre -7 et — y — , et 

qu'ainsi r ^t la racine cherchée à moins de la fraction y. De 

là résulte la règle suivante : 

RÈGLE CrÉNÉRALE. PouT as>oir la Tacinc m^d^une quantité N à 

moins eCune certaine partie de V unité représentée par j- ^ il faut 

multiplier N par la puissance m* du dénominateur k de la frac- 
tion indiquant le degré d'approximation , extraire a une unité 
près la racine m* du produit j et la diviser par le dénominateur 
\ de la même fraction. 

L'approximation des racines par les décimales, n'étant qu'un 
Cas particulier du précédent, s'^en déduit également comme 
nous l'avons vu en Arithmétique (n°" 112 et i25)pour les ra- 
cines carrées et cubiques , et mène à la règle suivante : 

RÈGLE GENERALE; PouT ttvoir en décimales la racine m' ap^ 
prochée d^une quantité T^^ il faut la multiplier par V unité sui- 
i>ie de m fois autant de zéros qvHoA veut asfoir de décimales a 
la racine y extraire à une unité près la racine m* de la quantité 
ainsi composée^ et séparer vers la droite autant de chiffres que 
la racine doit apeit de chiffres décimaux. 
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Voyez, pour les applications, les exemples des n*" cités de 
notre Arithmétique. 

i88. Nous terminerons par indiquer un procédé commode 
pour obtenir des racines m** très-approchées. Il consiste à par^ 
tager le nombre donné N en deux parties, dont Tune oT soit 
la puissance nt immédiatement inférieure ou supérieure à ce 
nombre; de sorte qu'en désignant la différence par ± 5, on 
aura N=a'"zfci. Soit aix:^ la racine cherchée, x étant une 
petite quantité par irapport à la partie a ; il vient alors 

doùl oïl tire i=:«(mû"-*rh— ^ ^ ^«"'-•^r+etc.V 

^ i.a ' 

Mais 2r ëtant très-*petit par rapport à o*^', on peut^ dans 
une profâière approximation ^ négliger les termes qui sui- 
vent ma**"*, ce qui donne j:= — — — . Si alors on substitue à x 

cette valeur dans les termes renfenliés entre les parenthèses, 
en se bornant aux deux premiers , on obtient la valeur bien 
plus approbhée 

^= TTT \z^ d^^ K (a'*±:éj=:a±: -j-r rr* 

^^^ 

Ainsi, dans le cas de m:=.!k^ on a l/^a*dii=ddi-: — r-v* 

Ce procédé donne surtout une approximation rapide, en 
appliquant la formule plusieurs fois de suite. Par exemple, 
pour calculer v"^, on remarque que 2^8 étant une valeur ap- 
prochée de la racine, on peut faire a = 2^8, ce qui donne 

Alors, parla formule, on a t/5= 2^8 +-^-^ — =±: a^8i84i. 

Pour approcher davantage on fait 4 =b 2^8284^ 1 on calcule a', 
puis ^, et Ton obtient la nouvelle racine plus approchée. 

Racines des polynômes, 
/ 
189. L'extraction ilé la racine m" des polynonièi se conclût, 
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comme celle des nombres qui ont des dizaines et des unités 
à la racine, de la manière dont est formée la puissance m' de 
la racine. C'est pourquoi nous envisagerons seulement le cas 
général, comme pour la racine carrée des polynômes (i3i), 
et nous chercherons la marche à suivre pour revenir dun 
polynôme P, puissance m* d'un polynôme racine R, à cette 
racine. 

Les deux polynômes P et R étant censés ordonnés par rap- 
port aux puissances décroissantes d'une même lettre x^ sup- 
posons que a , £ , c , . . • soient les termes inconnus du poly- 
nôme R , il est certain que la puissance m' de a+ ^ + c+etc. 
devra reproduire tous les termes dont est composé le poly- 
nôme P. Or, il résulte de la composition de la puissance m' de 
R , que le premier terme de P , ou celui qui contient x avec 
le plus haut exposant, est la puissance m' du premier terme 
de R , lequel contient de même x avec le plus haut exposant. 
Donc, on aura le premier terme ^ delà racine R, en extrayant 
la rajcine tûî du premier terme de P. 

En retranchant a'^de P, on aura.un reste qui contiendra les 
autres parties de la puissance w^ de R. Or, on sait que le se- 
cond terme de P ou le premier terme du reste , qui mainte- 
nant contient x avec le plus haut exposant, égale m fois le 
produit du premier terme a de la racine élevé à la puissance 
m — I par le second terme 6, ou celui qui, après a^ contient x 
avec le plus haut exposant; donc , en divisant le premier terme 
du reste P — «"" par /wa""", on aura le second terme b de la 
racine» 

Si l'on retranche du reste P — a" la puissance m'de ^ + i, 
mbins le premier terme , ou bien , ce qui revient au même , si 
l'on retranche (a+&)"'de P, on aura un second reste qui 
contiendra les autres parties de la puissance m,"" de la racine; 
ce nouveau reste étant ordonné, son premier terme ou celui 
qui contient alors x avec le plus haut exposant, sera de même 
le produit de ma"^' par le troisième terme c de la. racine. 
Donc on aura ce terme c, en divisant le premier terme du 
second reste P — (a + i)"* par mcr^^\ ainsi de suite, jusqua 
ce qu'on ait épuisé tous les termes du polynôme proposé, 
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dont le dernier doit être la puissance m* du dernier terme de 
la racine. 

Ce qui donne à ce procédé une grande généralité, c est que si 
Fon connaît plusieurs termes successifs de la racine à partir du 
premier, il fournit immédiatement le terme suivant. Car soit s 
la somme des termes trouvés, t celle des termes à détermi- 
ner, on aura P= ( j-f ^) "• = y" + 111/^'^*+ etc. 
d où P— ^= mUT^^ + etc.; 

or, d'un côté, P — ^ est le reste qu'on obtient après avoir 
retranché la puissance m^ des termes connus de la racine, et 
son premier terme est celui qui contient x avec le plus haut 

exposant; d'un autre côté, y""' ou (a-f-i4- )"•""' contient 

cT^^ dans son premier terme, et en le multipliant par m fois 
le premier terme de ^, il est clair que le premier terme du 
produit sera celui de toute la suite mt^"^ + qui con- 
tiendra a: avec le plus haut exposant. Donc le premier terme 
du reste P — 5" est le produit de m fois le premier terme de 
5*^' par le premier terme de /; donc, en divisant le premier 
terme de P — *"* par m fois le premier terme de ms^"^, c'est- 
à-dire par mxf^^ , on est certain d'obtenir le premier terme 
de ^ , c'est-à-dire le terme suivant de la racine. 

De là on peut conclure la règle suivante : 

RÈGL£ GÉNÉRALE. Pour extraire la racitie m' d*un poly^ 
nome^ il faut^ après V avoir ordonné^ prendre la racine m" du 
premier terme , ce qui donnera le premier terme a de la racine^ 
retrancher du polynôme la puissance m' de ce premier terme , 
et diviser le premier terme du reste par ma"^% ce qui donnera 
le second terme b de la racine; retrancher de P la puissance m' 
ife a + b , et diviser le premier terme du nouveau reste par 
ma"*""', ce qui donnera le troisième terme de la racine ; ainsi de 
suite. 

En outre, comme les restes diminuent successivement de 
degré par rapport à ^, il est clair que la racine se trouvera 
ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de x, 

190. Remarque, i^ Lorsqu'en appliquant cette règle, on 
est conduit à un reste dont le premier terme n'est pas divi« 
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sible par m fois la puissance m — i du premier terme de la 
racine, ou encore lorsqu'on esl conduit par Topëration â 
mettre à la racine un terme d'un degré moins élevé que la 
racine m* du dernier terme du polynômie piroposé , il est cer- 
tain que ce polynôme n'est pas une puissance m!" exacte. 

On en serait seulement averti par la seconde des deux cir- 
constances précédentes, si le polynôme avait été ordonné pu 
rapport aux puissances croissantes d'une lettre , auquel cas la 
règle générale est également applicable. 

a° II résulte, en outre, de la nature des opérations qu'on 
vient d'indiquer pour l'extraction des racines, que si un poly- 
nôme est homogène, sa racine m' sera également un poly- 
nôme homogène. On peut d'ailleurs le conclure de ce qui a 
été dît plus haut(i^9), savoir, que la puissance m'd'un poly- 
nôme homogène est aussi Un polynôme homogène. 



SECTION n. 
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$ i'% Forme et calcul des expreesions imaginaires. 

191. Nous avons vu (127) que la racine carrée d'une quan- 
tité négative n'existe pas, et par suite s'appelle imaginaire. 
Il en est de même de toute quantité négative placée sous un 

am 

radical de degré pair, comme V/^—yfl; car aucune quantité 
réelle, soit positive, soit négative, élevée à une puissance paire, 
ne peut donner Un résultat hégatif. 

Ainsi, en général, toute expression formée d'une quantité 
négatipe ^ placée sous un radical de degré pair, est une quan- 
tité imaginaire. 

G0S racines imaginaires peuteut , comme celles du second 
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deg[ré(i37), se décomposer en deux facteurs, dont Tun est réel 
et dont iantre est une racine du même degré de — i. Car on a 

Dans ce cas , on n a plus qu a considérer, dans le calcul , 
d'autre radical imaginaire que celui de — i. 

Si maintenant on prend 1 équation générale du second de^ 
^f+pjc+q=:o dont les racines sont données par la formule 

l • ' 

on sait qu'elles sont imaginaires lorsqu'on a-; p' < 9; or, si l'on 
fait, pour abréger, /' = a» -iP* — ^r = — ft*, on aura 



ou bien, d'après ce qu'on vient de Toir, 

X zziaûib V^ — X. 

Telle est la forme des racines imaginaires du second degré. 

On appelle, en général, expressions imaginaires^ celles qui 
ne sont susceptibles d'aucune valeur réelle, soit positive, 
soit négative, de sorte qu'elles ne servent, à proprement par- 
ler, qu'à indiquer des opérations non susceptibles d'être ef- 
fectuées. Mais comme on a souvent besoin de les introduire 
dans le calcul, il est nécessaire de présenter quelques consi- 
dérations à cet égard. 

On a démontré (i57)que la racine carrée de l'expression ima- 
peaire a-f-i V^^, a et i étant des quantités réelles, se pré- 
sente sous la forme A+B V/"^, A et B étant également des 
(juantités réelles. Nous allons faire voir (192) qu'on obtient 
encore des résultats de la même forme en soumettant l'expres- 
sion ci-dessus, soit aux quatre opérations fondamentales, soit 
' à celles qui s'y ramènent, comme l'élévation aux puissances 
dans le cas de l'exposant entier positif ou négatif, soit même 
encore à des extractions de racines dont l'indice est une puis- 
sance de 2. En outre, nous verrons dans la théorie des équa- 
tions qu'il en est encore de même lorsque ces expressions sont 
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soumises à des combinaisons quelconques. Nous réserverons 
donc à lavenir la dénomination de quantités imaginaires aux 
seules expressions de la forme a + i v^ZT, qui sont les seules 
imaginaires employées dans les calculs algébriques. 

Si df =^ o , l'expression a + b \/ — i se réduit au seul terme 
imaginaire h v/^. 

Si fc=o,le terme b\/~ devenant nul, l'expression se i*éduit 
à la quantité réelles. Par conséquent, Informulé x=a-|-bv/I^ 
peut servir a représenter toutes les quantités y soit réelles ^ soit 
imaginaires. 

192. D'abord si l'on soumet les expressions imaginaires delà 
forme indiquée aux quatre opérations fondamentales, en appli- 
quant les règles ordinaires, et observant que, d'après la significa- 
tion du signeV/"^, le produit (l/^) (V^^) =(\/^)* =— i, 
on a 

1° {a + b\/^ + {c + d\/^z=:z{a + c) + {b + d)\/~^ 

2** {a+b V/Hï) — (c + d v/ir^) = (a — c) + {b — d) i/~iy 

3° {a + b 1/37) {c + d i/ZIi)={ac — bd) + {bc+ ad) s/ZTj^ 

«-hil/ZT {a+b\/'^) {c-dv/Zl) ac+bd bc—ad ^^ 

^ c-^-dv^^t {c-\-dv'~i)\c''dv'Zi)~' c'^d^ ^ c'+dr"* 

Quant à l'élévation aux puissances, si l'on suppose d'abord 
l'exposant entier positif, les puissances de l'expression a+bv^i 
pourront s'obtenir, aussi bien que celles d'une quantité réelle, 
en multipliant successivement^ et de proche en proche, cette 
expression par elle-même. Or, chaque multiplication donnant, 
comme on vient de le voir (3**) , un produit partiel de la même 
forme , il en résulte que le produit total, c'est-à-dire la puissance 
m* de «-hiv/HIî sera encore de la même forme; de sorte qu'on 
aura 

{a+b \/z:7)'»= A + Bl/ZT. 

Proposons-nous, comme application de ce principe, de formel 
de proche en proche les puissances de v/^ , qui nous seront 
utiles dans la suite : nous aurons, pour les quatre premières. 

Or, en continuant; il est facile de voir quon retrouverai^ 
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périodiquement ces quatre résultats; de sorte qu'en représen- 
tant par p un nombre entier positif quelconque , on peut ren- 
fermer toutes les puissances de \/^ dans les quatre formules 
suivantes : 

Considérons maintenant le cas de l'exposant entier négatif. 
Gomme on a en général (a+fcw^III7)'^"'=a . . v^j ssr;, il 

est clair que l'on obtiendra le résultat cbercbé en divisant suc- 
cessivement, et de proche en proche, Tunité par a+il/Hri. Or, 
le premier résultat partiel peut s'obtenir en faisant dans la for* 
mule 4% a= i,&:^o, cr=ayd:=zb^ ce qui donnera une expres- 
sion de la même forme. En divisant ce premier résultat par 
a+b w^ — I, on aura encore , comme on l'a vu (4°), un résultat 
de la même forme ; par conséquent il en sera de même du ré- 
sultat définitif, de sorte qu'on aura 



Donc, en général, m étant un nombre entier positif ou 
négatif, on a 

5° (a + iv/~)'"=A + Bv/i:i. 

Passant enfin aux extractions de racines dont l'indice est une 
puissance exacte de 2, en posant \/a+iv/^i ==ar, on aura 
j:^* = a + Av/^, ou (^**~ ; ==a + il/HÏ, 

Mais on a vu (iSy) que la racine carrée de a + bs/ZIl est 
une expression de la même forme m + nV^ZZ^^ on aura donc 

X z=zm +nV^—t* 

Opérant sur cette équation comme on a opéré sur la première,. 

on aura de méme^^ "*=m'+/i'V^II7, et ainsi de suite, jus- 
^'à la dernière extraction de racine carrée. Donc, 



>a* 



K a -+ A v/nî =5 A + B v/nr. 
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2° Si deux expressions imaginaires sont égales, leurs modules 
sont égaux. 

En effet, on ne peut avoir a+ip^ — i^c+</l/— i, sans 
qu'on ait en même temps 

a^c et i^d, d'où l/a' +i'^V^e'-i'd'. 

Mais la réciproque n'est pas vraie. 

On voit, en outre, qu'une équation entre deux expressions 
imaginaires est la représentation symbolique de deux équa- 
tions entre des quantités réelles. 

195. Pour terminer ce qui est relatif aux expressions ima- 
ginaires , nous allons démontrer- plusieurs théorèmes qui nous 
seront fort utiles dans la suite, et surtout dans la théorie des 
équations. 

Tréohèhs I. La tomme {ou la différence) de deux quantités 
quelconques réelles ou imaginaires a un module compris entre 
la somme et la différence de leurs modules. 

Soient m et m' les modules des deux expressions 

et M le module de leur somme; on a 

m' = a' + 6", m'' = a'' ■+■ b'\ 
etM'=:{a+a'/4-{i+i')'=a"+a''+i'4-ft'' + a(a(?'-|-ii') 
= /«' + ».'" + 3(afl' + W'). 

Or m'm'*= (a* +b') {a''+à'') = {aa' -|- bb')' + {ab'—6a')\ 

Donc aa'+bb' est < mm' ou tout au plus égal à mm'. Par con- 
séquent M' est compris entre m'+TO''+ ^mm' ou bien {m-hm')' 
etm' + Bi'' — ammou bien [m — m'y. 

Ainsi le module M est compris entre la somme et la dif- 
férence des modules m et m'. 

Si l'on prend ta dififérence des expressions imaginaires, la 
démonstration est la même. 

196. Théokèhe II. Le produit de deux quantités quelconques, 
réelles ou imaginaires y a pour module le produit des modula 
de ces quantités. 

En effet, 
(a + * l/r;) (a' + i' 1/C7) = ofl' — M' + («A' + *a') l^— ( . 
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Or le module du produit est 

=l/(a» -h *') (a'* + *''), qui est le produit des modules. 

Remarque I. Il suit de là que le produit d'un nombre quel- 
conque de facteurs a pour module le produit des modules de 
tous les facteurs, et que par conséquent la puissance m* d'une 
quantité de la forme a-^-bl/^ — i a pour module la puissance m* 

Remarque II. Il suit encore de là que réciproquement 

Le module du quotient de deux expressions imaginaires est 

égal au quotient des modules du dividende et du diviseur. 
Ou bien , le module cTune fraction imaginaire égaie le quor 

tient des modules du numérateur et du dénominateur, 

197. Théorème m. Un produit de facteurs quelconques ^ 
réels ou imaginaires^ ne peut être nul^ à moins qu'un des fac^ 
teurs ne soit nul. 

La proposition est évidente d'elle-même , lorsque tous les 
facteurs sont réels, mais ne Test plus lorsque le produit peut 
renfermer des facteurs imaginaires; car rien ne fait voir à 
priori que les termes du produit ne puissent se détruire entre 
eux, sans qu'un des facteurs soit nul. Or, pour qu*un produit 
soit nul, il faut que son module, qui est égal au produit des 
modules des facteurs (196), le soit pareillement (1949 i*"); et 
comme ces modules sont tous des quantités nécessairement 
réelles , leur produit ne peut être nul, à moins que l'un d'entre 
eux ne soit nul. Donc , pour qu'un produit de /acteurs réels 
ou imaginaires soit nul y il faut et il suffit qu'un des facteurs 
soit nul* 

198. Nous allons maintenant considérer les expressions 
imaginaires conjuguées, et faire Toir qu'en les soumettant aux 
opérations détaillées plus haut (1912), ou obtient, dans tous les 
cas, des résultats conjugués : ensuite nous déduirons de là 
deux théorèmes très-remarquables. 

Si Ton soumet d'abord aux quatre opérations fondamen- 
tales deux expressions imaginaires et les deux expressions 

conjuguées , on aura (19a) 

M. Algkbbe. i3 
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(a~Al/=7)+(c---rfv^C:7)=(a+c)— (*+^l/CIÏj 
a' (a+*\/^)— («+«fV/^=r?)=:(a— t?)+(ô— rf)»/z:7, 

(a— ii/zrï)— (c— rf\/i:ï)=(a— c)— (i— i^i/^niî 

a-h^V/'^^ ac + bd bc — ^^»y 

a — bs/'ZIl ac-^bd bc — «rf 



Si Ton passe à releva tion aux puissances , d abord dans le 
cas de Texposant entier positif, et c[ue , pour opérer de proche 

en proche I on multiplie lexpression a+bX/'—i par elle-même; 

et sa conjuguée A*^il/^-^i par eUe^néme, il est clair que 



cette première opération donnera (3^) deux résultats partiels 
conjugués. 

£n multipliant chacun de ces deux premiers résultats par 
l'expression imaginaire correspondante, on aura de mêBie(3°} 
deux nouveaux résultats pardels conjugués, et ainsi de suite, 
quel que soit le nombre d'opérations à effectuer. D'où 1 on con- 
clut que les deux résukats définitif seront également con- 
jugués. 

En prenant le cas de 1 exposant entier négatif, on aura les 

deux exprewions conjuguées ^-_^I-^^, ^^_^^^^, . 

Or, si l'on divise l'unité par a+èl/-— i et par a — At/— -i , on 
aura (4°) deux résultats partiels conjugués. En divisant chacun 
de ces deux premiers résultats par l'expression correspond 
dante, on aura de même deux nouveaux résultats partiels 
conjugués; ainsi de suite. Donc les deux résultats définitif 
seront aussi conjugués. 

Par conséquent, m étant un nombre entier positif ou né«| 
gatif, on aura 
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Passons enfin aux extractions de racines dont Tindice est une 
puissanee exacte de a. Gomme 

a* 

et que d'ailleurs, d'après ce qui a été démontré plus haut (l5j\ 
on al/fl-4-iV//IIÏ=a-f-*V=^, |/^a— *V/^Z7=a'— ^Vl=ï, 



il est clair qu on aura de même 

ainsi de suite. De sorte qu'en prenant la racine carrée de deux 
résultats partiels correspondants , on aura toujours deux nou- 
Teaux résultats partiels conjugués. Il en sera donc de même des 
deux résultats définitifs. Par conséquent on aura 

a*^ 

a* 

ipp. De là résulte immédiatement le théorème suivant : 
Théorème iv. Etant donné un poljrnôme de la form^ 

m 

Ax'"-t-Bx'» -f-Cx''+ 

dans lequel les exposants m^ a, p^* • • sont des nombres en^ 
tiers positifs ou négatifs ^ et les lettres x, A, B, C,... des 
quantités réelles ou imaginaires , si Von remplace dans ce po^ 
lynôme les quantités x, A, B, C, par leurs conju- 
guées JL^ A' y B'i C\...., o» aura un nauMeau polynôme 
A'x'* -h- B'x'" + C'x''' + qui sera conjugué du premier. 

Car chacune des opérations indiquées dans le premier poly- 
nôme sur deux quelconques des quantités a;, A, B, G , sera 

évidemmept indiquée dans le «ecoAd poljnôqie sur les deux 
expressions conjuguées des deux premières. 

Or le prenuer polynôme peut se réduire (ipâ, i^) à la forme 

P-^QV^ — i; donc le second polynôme sera P — Ql/— ^i. 

200. On peut encore conclure de ce qui précède le théorème 
sBÎvatit qui est bien plus général : 

Thborèms V. Si Von effectue un sjrsteme quelconque d'opéra'^ 

i3. 
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tîons , poui^ant se ramener aux quatre fondamentales ^ sur des 

quantités de la forme a+bl/— •! , puis le même système tVopé^ 
rations sur les quantités conjuguées des premières^ on obtiendra 
deux résultats dont le second sera conjugué du premier. 

Car on a vu (ipS, 2°) que si Ton effectue un système quel- 
conque des opérations indiquées sur un nombre quelconque de 

quantités de la forme a-\-b\/^ — i, le résultat définitif est éga- 
lement de la même forme P-f-QV/ — i . 

Mais siy dans l'ensemble des expressions données, on rem- 
place chacune d'elles par sa conjuguée, et qu'on effectue sur 
toutes ces quantités conjuguées des premières le même système 
d'opérations que dans le premier cas, il suit de ce qui pré- 
cède (198) que la première opération effectuée sur les deux 
premières conjuguées donnera un résultat partiel conjugué du 
premier résultat partiel correspondant. Par la même raison, 
la seconde opération donnera un nouveau résultat partiel 
conjugué du second résultat partiel correspondant; ainsi de 
suite. Donc le second résultat définitif sera également con- 
jugué du premier résultat définitif, et, par conséquent, égal 

àP—Ql/^ZT. 



SECTION III. 

ClLCCt DBS RADICAtX ASITHMéTIQUES ET DES E1P0SA?)TS FR ACTIONNAIRES. 



§ i^*"* Calcul des radicaux arithmétiques* 

20I. Nous avons vu (126) que toute quantité réelle et po- 
sitive a deux racines carrées réelles , égales et de signes con- 
traires , dont par conséquent une seule est réelle et positit^e. 

De même, toute quantité réelle et positive A, soumise à une 
extraction de racine de degré m , admet plusieurs racines m^ 
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dont nous préciserons le nombre plus tard (aïo); mais parmi 
ces racines UFie seule est réelle et positive. D abord il en existe 
toujours une de cette sorte dans le cas indiqué, puisque les pro- 
cédés arithmétiques permettent alors d'obtenir, exactement ou 
par approximation , une quantité positive a dont la puissance 
02* reproduit A. En outre , il n'en existe qu'une seule, car toute 
quantité réelle et positive plus grande ou plus petite que a, 
étant élevée à la puissance mL"^ donnerait un résultat plus grand 
ou plus petit que A. La racine réelle et positive, étant fournie 
par les calculs arithmétiques , a reçu , pour cette raison , le nom 
particulier de racine arithmétique^ ou de valeur arithmétique 
de la racine; on lappelle encore valeur arithmétique du radical, 
lorsque la racine est indiquée , comme à l'ordinaire , par ce 
signe. Le radical lui- môme, considéré par rapport à cette 
racine, est appelé radical arithmétique. 

Les autres racines, soit réelles et négatives , soit imaginaires, 
s'appellent par opposition racines algébriques ^ ou TUileurs algé" 
hriques de la racine. Lorsque la racine est indiquée par un 
radical, les racines algébriques sont dites les valeurs algébri" 
quesdu radical y et le radical lui-même, considéré dans toute 
sa généralité, se nomme radical algébrique^ 

Lorsque la quantité proposée A est négative , il est évident 
qu elle ne peut avoir de racine réelle et positive , dont toutes 
les puissances ne peuvent être que positives; et si la quantité A 
est imaginaire, elle ne peut avoir de racine réelle, soit posi^ 
ÛTe, soit négative , dont toutes les puissances ne peuvent être 
que des quantités réelles. 

Dans ces deux cas , le radical n'aura que des valeurs algé- 
briques , qui seront en outre imaginaires dans le second. 

202. Passons maintenant au calcul des radicaux considérés 
sous le point de vue de leur valeur arithmétique, et démon- 
trons d'abord les deux principes suivants , sur lesquels se fon« 
dent les transformations qu'on peut avoir à leur faire subir. 

i^ La racine de toute quantité éle^fée à ta puissance du même 
degré que le radical sous lequel cette quantité est placée, peut 
^ mettre en facteur hors du radical; et réciproquement, tout 
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facteur placé devant le radical peut si mettre sous le radical 
en rélepant ^ la pmssance marquée par V indice. 

Car, d*après ce qae nous avons vu plus haut (i6x et x63), 
on a, en général. 



m 



V/a'"i'»+»c== l/û^^6™T^=== \/a'^b'^ . V^b'c =:ab X/'b^c, 

dl^ Un radical ne change pas de valeur^ lorsqu'on multiplie 
(ou qu'on divise) son indice par un nombre quelconque j et qu'en 
même temps on élèife la quantité sous le radical k la puissance 
marquée par ce nombre (pu qu'on en extrait la racine de même 
degré). 

Car nous avons fait voir (i8i) qu'on a, en général, 



v/, 



mn 



l/â«=:lX^. 



iRR m 



Or i/a^sssa, donc l/fl»=;l/^ Ce qui démontre le prin- 
cipe énoncé. 

Il suit de là que^ pour réduire au même indice un nombre 
quelconque de radicaua , il faut multiplier successiifement l'in^ 
diee de chaque radical par ^produit des autres indieeSj et élever 
en même temps la quantité sous le radical à la puissance mar' 
quéepar ce produit, ' 

m n p 

Ainsi les radicatnt d'indices différents, l/^, W^? |/^> 
peuvent se transformer en ceux-ci de même indice : 

mnp ' knp mnp 

i^ê^f |/*^y l/ë*"* 

Ce procédé, tout à fait analogue à celui qu'on a indiqué 
(Sg, 2*) pour la réduction des fractions au même dénomina- 
teur, est susceptible de la même simplification. On voit en effet 
que si tous les indices ne sont pas premiers entre eux, on 
pourra les décomposer en leurs facteurs premiers ^ chercher leur 
pku petit commun dividende^ le diviser par tous les indices^ 
et enfin élever successivement les quantités placées sous le 
radical aux puissances marquées par les quotients respectif s ^ 
en prenant le plus petit commjun dividende pour indice commun 
de tous (es radicaux. 
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Soient , par exemple , les radicaux 

l/fl, i/lj U^; 

le plus petit commun dividende des nombres %4j i8 et 5 étant 
36o, dont les quotients respectifs par 24) i8 et 5 sont i5, ao 
et 72, les radicaux proposés deviennent par la transformation 
indiquée 

360^ 36 o 860 

l^^, w^, w^. 

2o3. Cela posé, le calcul des radicaux arithmétiques n'offre 
aucune difficulté. 

Addition et soustraction. Si Ton veut ajouter ou soustraire 
des radicaux qui sont semblables , soit immédiatement, soit 
après avoir effectué , s'il y a lieu , la transformation indiquée 
tout à l'heure (1202, 1°), on prend la somme ou la différence 
des coefficients ou termes en dehors des radicaux, et on la 
multiplie par le radical commun. 

Par exemple, si Ion veut ajouter les deux radicaux 



l/3a*A", 2a»V/a43^», 
et de la somme retrancher ^l/^y2p3a?^'*, 

on écrira [y'ia'b" + aa» V/^243a*ï --» ^i/^jnoia^b'K 

4 



Or, ^^37?^=i=K5«^' •«*** =» «*• l^^âSP s . 

4 4 

de même 2a' |/243«A'^= 6a^b V^iâP ; 

et gv>^i^3^Â^=;=^^l>3^, 

Donc on a pour le résultat demandé 

Lorsque les radicaux ne sont pas semblables, et ne peuvent 
d'ailleurs le devenir, on se borne à les écrire à la suite lun de 
Fautre^ en se conformant à la règle des signes. 

2o4i MuitipUcation. Le produit de deux ou pluiii^urs r^di* 
eaux de même indice se ramène à un seul radical. 
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m m M 

Car soit le produit V^ \/l) W^» dont la puissance m* est 

m 

ahc\ il est clair que ce produit est égal à \^abc. Donc 

Si les radicaux nont pas le même indice, il faut les rame- 
ner à un indice conunun, d après la règle prescrite plus haut 
(aoa, â^ ; alors on opère comme on vient de l'indiquer. 

De là on conclut la règle suivante : 

RÈGLE GÉNÉRALE. Pour faire le produit de plusieurs radicaux 
d*un degré quelconque ^ on les ramène à un indice commun ^ 
s^ils ne l^ont déjà , on multiplie entre elles les quantités pla-- 
cées sous les radicaux^ et Von affecte coproduit du radical 
commun. 

2o5. Division. Le quotient de deux radicaux de même indice 
se ramène également à un seul radical. 

Car, d après la règle donnée (162) pour former les puis* 
sances d'une fractign, on a 

m m 

Prenant la racine m' il vient • == V r . 



vn, 

Si les radicaux ont des indices différents , on les ramène à 
un indice commun , et Ion rentre dans le cas précédent. 

De là, on conclut la règle suivante : 

Règle générale. Pour diviser deux radicaux Vun par Vau- 
tre ^ on Us ramène a un indice commun y s* ils ne Vont déjà, on 
divise Vune par Vautre les quantités placées sous les radicaux, 
et Von affecte le quotient du radical commun. 

206. Elévation aux puissances, La règle pour élever un 
radical à une puissance se déduit de celle qu'on a donnée (204) 
pour la multiplication des radicaux , en supposant les facteurs 
égaux. 



w 
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Car si Ton a n facteurs égaux à \y^, il viendra 

Wt M M M 

=V^a l/a V/a répété w fois =]/^ 

Hais si l'indice du radical est divisible par l'exposant de la 

puissance, par exemple, si Ton a \/^a à élever à la puissance 

iiiA m 

/i, comme Vx^^=i/a d'après ce qu'on a vu (202, 2**), il est 

/ mn \n m 

clair qu'on aura [y/^aj =l/a. 

De là résulte la règle suivante : 

RÈGLE GÉNÉRALE. Pour élever un radical a une puissance^ 
il faut élever à cette puissance la quantité sous le radical ^ ou 
bien diviser l'indice du radical par f exposant de la puissance^ 
lorstjue cette division est possible. 

Si l'indice et la puissance ont seulement un facteur commun, 
on peut le supprimer; alors il ne faut élever la quantité placée 
sous le radical qu'à la puissance marquée par le second iisicteur 
de la puissance donnée. 

207. Extraction des racines» La règle à suivre pour l'extrac- 
tion des racines peut se déduire de celle qu'on vient de pres- 
crire pour l'élévation aux puissances , puisque cette seconde 
opération est exactement inverse de la première. 

Ainsi V J/^=l/â et V \/a=\/a. 
Car, d'après la règle précédente , on a également 

(m \ji M / au» Nu m 

V/^J=^^ et \y^a)=\/a. 

De là on tire la règle suivante : 

Règle générale. Pour extraire la racine d'un radical^ il 
faut extraire celle de la quantité sous le radical y ou bien multi- 
plier l'indice du radical par le degré de la racine a extraire, 

S 2. Calcul des exposants fractionnaires. 

ao8. Les exposants fractionnaires provenant des extractions 
déracines (164)9 1^^ règles relatives à ces exposants doivent 
se conclure de celles qu'on a données pour le calcul des 
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radicaux , dont ils ne font que tenir la place. Effectuant cette 
transformation pour la multiplication , la division , l'élévation 
aux puissances, et Textraction de racines, les règles citées 
donnent immédiatement 

m p n q nq nq nq mq-ii-nf 
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m n nq 
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On voit, par les résultats, que les règles relatives aulc expo- 
sants fractiaQQaires so«t exactement les mèinea qiw celles 
qu'on a données plus haut pour les exposants entiers. 

En outre, la division pouvant conduire, dans ce cas, à des 
exposants fractionnaires négatifs, on peut leur appliquer les 
mêmes considérations quaux exposants entiers négatifs (45), 

de sorte qu on aura toujours — = «""", n étant un nombre 

entier ou fractionnaire. Par conséquent le calcul des exposants 
entiers ou fractionnaires^ positifs ou négatifs, sera soumis à 
des règles absolument iidentiques. 

n 

Soit} par exemple, {prf\ ", on aura 



CALCUL DES EXPOSASTS FRACTIONNAIRES. %ç3i 

(a-P) "== = = =:a''=.a \ "A 

fl 1 I 

(apy a " 
De même 

•^ a* 

_^ 

Enfin, si Ton a v a""", en représentant la racine par jt, 

il vient « := V a « , 

d'où Ton tire x ^==a ", ou bien — ==— , ou encore 



afl a" 






Élevant les deux membres à la puissance -, on obtient 






f 
î 



209.. Remorque. Si dans rideiititéi/«=: a^ on fait y =;o , on 



o 



tura l/a = a' = rt® == i . D'où il résulte que l'unité est la limite 

des racines dont Tindice croît continuellement , la racine 

atteignant cette limite lorsque l'indice devient infini. 

** l 

Si rpn fait p^=-o^ on a V'^=:a^; d'où il suit que ^infini est 

la limite des racines dont Fexposant décroît continuellement, 

la racine atteignant cette limite lorsque l'indice devient nul. 

Si Ion a p:=iqj il vient V/a=:a''=a. Par conséquent, si 
ron paftse progressivement ^p Tindiofi ^ à lïn^^ 4^0» <Mi 4 
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rindice infini , la racine croît progressivement depuis la quan- 
tité donnée sous le radical jusqu'à l'infini, ou décroit depuis 
cette quantité jusqu'à zéro. 

Si les indices, ou de même les exposants, sont incommen- 
surables ^ on peut les supposer remplacés par des quantités 
commensurables s'approchant de plus en plus d être égales à 
la quantité incommensurable, et toutes les règles précédentes 
sont alors applicables. 

Ainsi la valeur des expressions affectées de signes radicaux, 
ou d'exposants , tendra sans cesse vers la valeur qu'elle doit 
atteindre à cette limite , et l'atteindra réellement lorsque 
rindice du radical, ou l'exposant, deviendra incommensu- 
rable. Par conséquent m et n étant incommensurables , on 
aura toujours 



m 



(a'^Y = oT"" et V/«^ = a" . 



SECTION IV. 

SES RABIGAUX ALGÉBRIQUES. 



S !*• f^cilcurs multiples des radicaux algébriques. 

aïo. Dans les articles précédents , nous n'avons envisagé les 
radicaux que sous le point de vue particulier de leur valeur 
arithmétique. Nous allons maintenant les prendre dans toute 
leur généralité, et considérer leurs valeurs algébriques (aoi). 

Soit à extraire la racine m* d'une quantité quelconque A; en 

nommant x la racine, on aura a;z=l/^Â, d'où ^= A , et 
af^ — A=o. 

L'extraction de la racine m^ d'une quantité revient donc à la 



m 



résolution d'une telle équation du degré m. Car, puisque |>^^ 
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représente indifTéremment toutes les quantités réelles ou ima- 
ginaires dont la puissance nC reproduit la quantité A, il est 
clair que ces quantités ne sont autres que les valeurs de x 
vérifiant Téquation :r^= A.. Mais nous démontrerons plus tard 
(284), ce que nous ne pouvons encore faire ici, que toute 
équation du degré m di m solutions différentes et ne peut en 

m 

admettre davantage. Par conséquent, le radical V^A a tou- 
jours, et ni plus ni moins, m valeurs différentes. 

Nous allons vérifier ce principe sur quelques cas particu- 
liers. 

211. D'abord on a vu (1126) que toute quantité a deux 

racines carrées égales et de signes contraires, et ne peut en 

admettre davantage ; il en est donc de même de tout radical 

dont Tindice est a. 

3 

Soit maintenant le radical l/"^, A étant une quantité quel- 

3 
conque. Toutes les valeurs de 1/A seront fournies (a 10) par 
les solutions de l'équation j^ — A = o. Soit a une racine cu- 
bique quelconque de A; on auraa'= A, et Téquation précé- 
dente deviendra a:? — a* = o. Or (67) le binôme a? — a? est 
divisible par x — a, et Ton a 

Donc réquation a^ — a'=o revient à {x — à) (j7^-i-fl^+a*)==o, 
qui, n'étant qu'une transformation de la première, a nécessaire- 
ment les mêmes solutions. Mais pour qu'un produit de facteurs 
réels ou imaginaires soit nul, il faut et il suffit qu'un des facteurs 
devienne nul (197). Donc toutes les solutions de l'équation 
J^— a'=o seront fournies par les deux équations ar— a=o, 

d'où ar=:a, et ^*-|-aa;+a*=o, d'oùa: = fl^ ^ 

Donc en admettant qu'une quantité quelconque A ait a pour 
racine cubique^ elle aura nécessairement les trois racines 

cubiques * 

rt, ai ^, a- > 
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OU bàen u* a ^-h , - ' * - ^ a > ■ ■ ■■■■ ■■• 

Si la quantité A est réelle , on pourra toujours par les 
procédés arithmétiques obtenir sa racine cubique exacte ou 
approchée , qui devra être de même signe. Donc toute quan- 
tité réelle a trois racines cubiques dont une réelle et deux 
inagiiiaireii. 

Si la quantité A est imaginaire y en admettant oe qui sera 
démontré plus loin (280), que toute équation a au moins une 

racine, r équation j? — A = o aura donc au moins uneracioe a^ 

3 

et dès lors il suit de ce qui précède que V/A aura trois valeurs. 

Donc tout radical dont Tindice est 3 a toujours , ni plus ni 
moins, un nombre Je valeurs égal à 3. 

Si l'on fait A= i, on aura aussi a= i ; donc les trois valeurs 

del/^i sont 

—I + V^3 V^ — I— V^3 1/^ 



I 



» ^ ? 



On petit s'exercer à vérifier que les deux racines cubîques 
imaginaires de l'unité ont i pour cube; ce qui fera reconnaître, 
en outre, qu'elles sont le carré l'une de l'autre. De sorte qu*en 
représentant T^oe d'e^^P^ ^ > ^ trois racines cubiques de i 
seront i , « , «f. 

Déplus, il est facile de voir qu'en multipliant les trois racines 

cubiques de t par Tune quelconque des trois valeurs de l/T j 

on retrouve précisément ces trois valeurs, de sorte que les 

s 

trois vaWro àk \/^ «eront ^ , o^t , âa^. 

Donc an obtient les trois racines cubiques d^une quantité 
quelconque , en multipliant l'une (Tentre elles par les trais ra- 
cines cubiques de Vunité. 

4 

Passons au radical V/A. Soit a lune quelconque de ses va- 
leurs, qui doivent être toutes fournies par l'équation x^ — A=o 5 
celle-ci deviendra J?* — ^û*=o, ou iaf- — a"") (x*-f-a*) = o, qu'on 
ne peut satisfaire ^u'on posant x^ — a'=o, d'où x=zzï::ay 
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OU Uen :ir* + a*=:o, d'où x=:rtU^ — a*=:dl a V^-— i. 

4 

Donc le radical l/A a les quatre valeurs 

Si A est réel et positif, il y aura 4 racines deux à deux égales 
et de signes contraires ^ dont 2 réelles et a iiuaginaires. 

Si A est imaginaire , il y aura j d'après le principe admis tout 
à l'heure, 4 racines imaginaires, deux à deux égales et de 
signes contraires. 

Donc tout radical, dont l'indice est 4? ^ toujours, ni plus 

ni moins , un nombre de valeurs égal à 4* 

4 

Si A= I y on a aussi a= 1 ; donc les 4 valeurs de[/jL sont 
+ 1, — I, + 1^^, — l/^- 

Or, en les multipliant par Tune quelconque des quatre Ta- 
4 
leurs de V^, on retrouve précisément ces quatre valeurs. 

Dpnc on obtient les quatre racines quatrièmes d'une quantité 

quelconque, en multipliant Pane d'entre elles par les quatre 

racines quatrièmes de t'unite, 

a 12. Ces considérations peuvent s appliquer immédiatement 
à tous les radicaux dont l'indice est une puissance ouelconque 
de 2 ou de 3, ou même est formé des seuls facteurs 2 et 3. Car 

6 

prenons pour exemple le radical ]/^A ^ comme 6=2 . 3^ et que 

3 

chacune des valeurs a , aa, aot* dei/^a , a deux racines carrées, 

on aura en tout six valeurs différentes pour le radical l/^ qui 
ne pourra d^ailleurs en avoir d'autres. En outre , comme a ==1 
et que par conséquent a^ = a, ces six valevirs seront 

±l/«, dbav/i, .tût* i/o. 

Au reste , on peut prouver à priori que le radical 1/A , où h 
est un nombre entier qudconqtie et A une quantité quelconque, 

a a* vmlcars de la forme a+i {/'""-r-i . 

Car les valeurs de V^A seront fournies par Téquation 



1 
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I 

x^^ = A quoh peut mettre sous la forme (ar*^"'/==A. Or 
celle-ci donnera deux valeurs du degré ^^ "*; de même cha- 
cune de ces dernières en donnera deux du degré x^ "*; ainsi 
de suite. De sorte qu'on aura en tout a* valeurs , qui seront 

toutes de la forme a -hb \/ — i (198, 6®). 

En outre, il sera démontré que toutes ces valeurs sont 
différentes, si Ton fait voir qu'en supposant différentes deux 

valeurs telles que a + i V^"^^— î^ > «'+ V 1/ — i , satisfaisant à 

une équation x^^~^ = A, les valeurs correspondantes fournies 

par l'équation voisine o:^ = A seront également différentes. 
Or, deux de celles-ci s'obtiennent en prenant la racine carrée 

de a-\'h\/^ — i qui donne deux résultats différents (i57);et 

il en est de même des deux résultats fournis par a'+// \/ — i. 
En outre, chacun des deux premiers résultats est différent 
de chacun des deux seconds ; car si l'un de ces deux derniers 

était égal à l'un des premiers, son carré serait a + h\/ — i, 
comme celui du premier, et non l'expression différente 

a+VX/ — I , ainsi qu'on l'a supposé. 

On prouverait par des raisonnements analogues que les 
3*_ a*. 3* 

radicaux Ï/A et l/Sont 3* et a*. 3* valeurs différentes. 

M 

31 3. Considérons enfin le radical l/^A, qui a pour valeurs 
les m solutions de l'équation ^— A=i:o(2io). 

Soit a une quelconque de ces valeurs, on aura 0""^= A, et 
l'équation ci-dessus deviendrait^ — fl'"=z=o. Représentons par 

y le quotient de x par a, on aura - =7, d'où x = ay; substi- 

CL 

tuant, il vient a"y" — a"'= o, ou 7* — 1 = 0, dont les m so- 
lutions multipliées par a reproduiront évidemment les m solu- 
tions de af^ — A = o. 

D'où il résulte qu'on obtient les m valeurs de |/A en 
multipliant l'une quelconque d'entre elles par les m valeurs 

de 1/7, 
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Considérons les cas où m est impair ou pair. 
i" Si m est impair, il i>e peut y avoir qu'une valeur réelle. 
Car on a vu (Sy) que y"— i divisé par/ — i donne pour 

quotient 

l'équation j~ — . i = o peut donc se mettre sous la forme 

Cr — i)(/-'+/»-» +. . . .+/+ i) = o. 

Le premier facteur, étant égalé à zéro, donne la seule valeur 
réelle /=±-|- i. Car le second facteur ne peut devenir nul si 
l'on remplace y par une valeur réelle et positive, puisque tous 
les termes restent positifs par cette substitution ; et l'équa- 
tion/" — I =0 ne peut admettre de solution réelle négative, 
qui donnerait, à cause de l'exposant m impair^ 

— /»— 1=0. 

2° Si m est pair, il ne peut y avoir que deux valeurs réelles. 
Car soit mzmun; posant 7^ = m, on aura /** = a" ; et par con- 
séquent 1 équation y^ — 1=0 deviendra a* — i = o , ou bien 

{u —1) {ii"^+ u"-» + + w + i) =0, 

qui ne peut avoir d'autre solution réelle et positive que 
«=+i. 
Or celle-ci donne /'=: + i , d'où l'on tire 

7 = + i,7 = — !• 

£n outre, il est clair que chaque valeur négative ou imagi- 
naire de u donnera pour y deux valeurs imaginaires égales et 
de signes contraires. 

Cela posé, si A est une quantité réelle, on pourra toujours 
trouver, par les procédés connus , la racine m^ de sa valeur ab- 
solue; et en multipliant cette racine a par les m valeurs de 



m 



l^, on aura les /» valeurs de l/Â. 

Si m est pair, et si, en outre, A est positif, l/Â n'aura que 
les deux valeurs réelles + a et — • a ; toutes les autres seront 
nécessairement imaginaires, et deux à deux égales et de si- 
gnes contraires. 

M. ÀLoiBEE. 14 
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m 

Si m est impair, |/^ n*aura (|ue la seule valeur réelle a prise 
avec le signe de A ^ toutes les autres seront imaginaires , et deux 
à deux égales et de signes contraires. 

Par conséquent, en admettant {^\o) que toute équation du 
degré mai m solutions différentes , on tire de ce qui précède 
les conclusions suivantes : 

i^ Toaiâ quantité a autani déracines différentes d^un de- 
gré quelconque , quHljr a d^ unités dans Vindice de ce degré. 

2* Pour chaque degré ^ les racines de toute quantité s^ob- 
tiennent en multipliant Vune quelconque d*entre elles par les 
racines de l'unité, 

3^ Selon que Vindice est impair ou pair^ toute quantité ne 
peut ai^oir qu*une ou deux racines réelles, 

4° Si l'indice est pair, toutes les racines seront deux à deux 
égales et de signes contraires^ en outre ^ si la quantité donnée 
est réelle et positive , deux des racines seront réelles. 

S*' Si Vindice est impair, outre les racines deux à deux égales 
et de signes contraires correspondantes au degré pair immé- 
diatement inférieur,^ il y aura la seule rajcine qui puisse être 
réelle, et qui le sera en effet y avec le signe de la quantité don- 
née y si celle-ci est réelle, 

$ a. Calcul des radicaux algébriques. 

%i^ Si lop appliquait aux radicaux, considérés iim^ toute 

leur généralité I les règles données poui: lo calcul de« radicaux 

arithmétiques , on pourrait obtenir des résultats intacts. 

Par exemple, d'après le principe établi plu9 haut (aosi, 2^), 

4 4 4 

on doit avoir V/^— a* = V{— a')> ; or W^(— (ej = 1/^, il 

4 

en résulterait donc 1/ — a» :^= I/o*, résultat évidemment in- 
exact, le premier membre représentant une quantité imagi- 
naire , e( le s^ond uii« quantité ré«Ue« 

L'inexactituda du résultat provient de ce que l'expivision 
formant le second membre admet quatre valeurs, dont le pi«^ 
mier ne peut fournir que deux. 
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De même, si Ion applique au produit \/ — a\/ — a la 
règle donnée (ao4j pour la multiplication des radicaux arithmé-i 

tiques, on trouve 1/ — a\/^ — J = l/^fl. — a'=\/c^^ 
qui admet les deux valeurs + a et -* âr, tandis que le produit 

v—a\/' — a , étant le carré de V^ — a , ne semble pas de- 
voir être autre que — a. Ce paradoxe provient de ce quon 

restreint mal à propos le sens du produit \r—^\r—a^ en 

le confondant avec le carré de |/— a. Car chacun des deux 
radicaux fiacteurs admettant deux valeurs égales et de signes 
contraires , le produit doit avoir autant de valeurs qu'on peut 
en former en multipliant successivement chacune des deux 
premières par chacune des deux autres. 

Supposons d'abord, pour plus de clarté, quon ait à multi- 
plier, en général, \/a par \^ y aelh étant des quantités quel* 
conques. En représentant par « la valeur arithmétique de l/^y 

et par ^ celle de )/^^^ le produit admettra les quatre déter- 
minations 

(-f-a).(+p),(+«).(-p),(— a).(+p),(— a).(— p), 

qui se réduisent aux deux suivantes 

+ «P, — «P, 
dont chacune , élevée au carré, donne a'P' ou aK On a donc 

toujours \/^X^hz=\/ab. 
Si maintenant on remplace a et 6 par — a , on doit de 

même, pour former le produit \/^ — «•!/ — a, multiplier les 
deux valeurs -4-a, — a du premier facteur par les deux va- 
leurs + a, — a du second^ on obtient alors les produits 

+ a' et — a% qui sont précisément les deux valeurs de l/?, 

puisque a désigne une valeur de l/^ — a, et que par consé- 
quent -!-«*= — a , — a* = 4- a. Mais lorsqu'on fait le carré 

de V/^ — a , chacune des deux valeurs + a , — « ne devant être 
multipliée que par elle-même, on ne trouve plus que le ré* 
sultat + a* ou — a. 

U en est de même pour le produit \/ — aX/' — b. Car en 
nommant a et p les valeurs arithmétiques de ces radicaux , 

14. 
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on aura, dans toute la généralité, \/^ — a=a 1/— i, 

V/ — h = ? \/^ — I , parce que le radical l/— i renferme le 
double signe ±, 
De là on conclut 



|/_a . U/C::ï=aP(l/<=T . |/=:7)=aP(dzi)=dzap. 

Mais si Ton doit multiplier seulement + a \/^ — i par 
^PyyZHî ^ ou — «1/ — I par — pV/ — I, c'est-à*dire les 
valeurs des radicaux correspondantes à une même valeur de 

V/. — I , on n'aura que le seul produit — «p. 

4 _ 

21 5. Prenons pour dernier exemple le produit l/a.l/ — i. 
En réduisant le second radical au même indice que le premier, 

4 4 4^ 4 

on a l/a.V/^^=l/a.V/( — 77 = l/a, résultat réel, 

4 

quoique le produit de la quantité réelle l/a par 1/ — i doive 
être imaginaire. Ce paradoxe provient de ce qu on prend la 

4 _ 

quantité l/^a dans un sens trop restreint. Car soit « la valeur 

4 

arithmétique du radical l/^ , les quatre déterminations de 

4 

l/â seront (211) 



-4-a, — a, -4-a l/— I, —a 

01 celles-ci, multipliées par les deux valeurs + 1/ — i, — l/' — i 

de [/^ — I, donnent, pour le produit l/û.V/^^, huit valeurs 
qui se réduisent précisément aux quatre précédentes. D où il 

4 _ * 4 _ 

suit que l'égalité l/a.V/—7==l/'a est exacte, lorsqu'on la 
considère dans toute sa généralité. 

216. Ce qui précède sufBt pour montrer la nécessité de 
passer en revue les règles données pour le calcul des radicaux 
arithmétiques , afin de s'assurer si l'on peut les adapter au 
calcul des radicaux algébriques, de manière à faire acquérir aux 
résultats toute la généralité qu'ils doivent avoir. 

Considérons d'abord les deux principes établis dans le 
n*^ 202. Le premier convient parfaitement aux radicaux algë- 
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briques; de sorte qu'on a, en général, 



|/â^Â^+*c=: ab \/h ' c. 

En efiFet, le second membre a toujours m valeurs aussi bien 
que le premier, et chacune de ces valeurs, étant élevée à la 
puissance m*, reproduira la quantité cTlT'^^c. 

Mais le second principe nest pas, en général, applicable aux 
radicaux algébriques, ainsi qu'on vient de le voir (214)9 pai'ce 
quen augmentant ou en diminuant l'indice d'un radical, on 
augmente ou l'on diminue le nombre des valeurs qu'il doit 
avoir. On ne peut donc pas réduire au même indice des radi- 
caux algébriques d'indices différents. Cependant le principe 
en question sert encore, comme nous le verrons tout à l'heure 
(220), dans le cas de la multiplication ou de la division des 
radicaux d'indices différents, lorsqu'on a soin de les réduire 
au même indice en cherchant , comme nous l'avons indiqué , 
leur plus petit commun dividende. 

217. L'addition et la soustraction des radicaux algébriques ne 
pouvant donner lieu à aucune observation , puisque la somme 
ou la différence de plusieurs radicaux semblables aura un 
nombre de valeurs marqué par l'indice commun , passons à la 
multiplication et à la division. 

Si l'on ne considère d'abord que les radicaux de même in- 
dice, les règles données plus haut (204, aoS) leur sont immé- 
diatement applicables, c'est-à-dire qu'on a toujours 

m 

\/~a\/b=X/ai> et V^ = t/|. 

m M 

En effet, chacun des facteurs l/a, \/bf ayant m valeurs 
différentes, si l'on multiplie les m valeurs de l'un par les m va- 
leurs de l'autre, on trouve rrC produits dont m au moins sont 
différents. Car si Ton multiplie les m valeurs différentes du 
premier radical par une valeur quelconque du second, il est 
clair qu'on aura m produits différents entre eux. Or, chacun 
des nC produits étant élevé à la puissance m^ doit reproduire ah, 

(m m \m 

l/â .l/5j =ai, toutes les valeurs du produit 



^ 
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l/âl/ï doivent être comprises dans les m valeurs de l/âï, 
et sont par conséquent en mémç nomhre. 

De plos, comme en multipliant les m valeurs de V^a par 

l'une quelconque des m valeurs de l^^, on obtient m pro- 
duits différents, il en résulte que si l'on multiplie ces m valeui^ 

del/â par une autre valeur del/t, on doit retrouver les 
mêmes produits; seulement ils seront dans un autre ordre. 

Ijes mêmes raisonnements s'appliquent à la division des radi- 
caux de même indice. 

218. Pour l'élévation aux puissances, nous distinguerons 
trois cas avec M. Lefebvre de Fourcy, à qui l'on doit la dé- 
monstration suivante : 

i'' Lorsque les indices m et n sont premiers entre eux, il 

faut prouver qu'on a toujours \^/^) =1/?. 

D'abord le second membre étant élevé i la puissance m' donne 
a*, et il en est de même du premier, puisque l'on a 

[(i^)T=(,>.r=[(^^)]-=„., 

d'où il résulte que toutes les valeurs de \\^aj se trouvent parmi 

celles de X^^. D reste maintenant à faire voir qu'elles sont au 
nombre de m, c'est-à-dire qu'en représentunt paru, p,Y..., 

les m valeurs de \^^, qui sont toutes différentes, celles de 

\V'^y , ou «', P", y, seront toutes également diflerentes. 

En effet, supposons qu'il y en ait d'égales, et suit , par exem- 
ple , a' = ^\ Gomme s et p sont des racines m" de a , il est clair 
que l'on doit avoir a" ^P"; or, si l'on suppose m >n, en nom- 
mant q le quotient de la division de m par n , et r le reste , ce 
qui donne m = ny + r, on aura 

«•«+'■=: p-ï-H-, 
et en retraacbant de cette égalité la première a' ^ f>* élevée à 
la puissance q, c'est-à-dire «*< := ^, il viendra 
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Continuant de même, on fera /i = r^'4- K, ce qui changera 
légalité a* = P" en a'»*+'' =r: pf*+'* j et eti retranchant de celle-d 
la puissance (( de «'" = ?'', c est-à-dire 0'^= p**', il viendra 

Sans aller plus loin , on yoit qu'en opérant toujours ainsi, on 
aurait des égalités analogues où les exposants seraient les restes 
successifs fournis par la recherche du plus grand commun divi- 
seur entre i7t et n; mais ces nombres étant, par hypothèse, pre- 
miers entre eux, on tombera nécessairement sur un reste égal à 
I, doù l'on conclura tt== p, ce qui ne peut avoir lieu. Donc les 

m valeurs de \/^o.) sont différentes, et par conséquent Ton a 
2^ Si l'indice du radical eët uli nltdtiple thn de l'exposant n 

mm 

de la puissance, en nommant ir ùtle valeur de l^tt, on auia 

Mil 

a;=VX5 et par suite jf* = d, oU bléh (â;*)'* = a, d'où 

m / mn \n m 

û^z=i\/^a. Donc \\^a) ^=\/a^ et par eotaséqueht les vàletits 
du premier membre sont les mêmes que celles du ^ecofid. 

3^ Si rindice du radical et l'exposant de la puissance sont 
des nombres tels que mp et npj on p représente le produit de 
tous leurs facteurs coolmunii On aurft successiirement) d'àptès 
les deux, premiers oas^ 

Mais dans ce troisième cas , ainsi que dans le second , si 
l'on appliquait la règle du premier, le résultat aurait un trop 
grand nombre de valeurs. Par conséquent, la règle de Véléva- 
tion aux puissances^ donnée (206} pour les radicaux arithmé- 
tiques , n'est rigoureusement applicable aux radicaux algébri- 
ques que dans le premier des trois cas précédents, quoiqu'on 
rapplique indistinctement à tous trois. 

aiy. Quant à la règle donnée (9^07) poUr l'extracûon des ta- 
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cines des radicaux, elle est entièrement applicable ici, et Ton 
a toujours 






m» 



Car soit x-z^.y l/iâ, onaura of =l/â, et ^"=a, d'où 



MA 



2ao. Nous pouvons maintenant compléter la règle relative 
à la multiplication et à la division des radicaux (217), en l'éten- 
dant an cas où les indices sont différents. 

i^ Si les indicés m etn sont premiers entre eux, je dis qu'on 



mn 



aura l/a V/^=|/a^. 

m n 

Car soit x=z\y^ V^b\ on tire de là 

mn 

et par suite a?=V^a"è'". 

Jii m 

D'où il résulte que toutes les valeurs du produit \y^a \/lf 



mn 



se trouvent parmi les mn valeurs de V/o^. Il est facile de 
voir qu elles sont également au nombre de mn ; car si Ion 



m 



représente par a, p, y, les m valeurs de |X^, qui sont toutes 



n 



différentes, et par ot', ^\ y,... les n valeurs de V^i en multi- 
pliant les 772 premières par chacune des n autres, on obtiendra 
mn produits aa , p»',.** ^^ seront toutes les déterminations de 

m n 

l/â \/^b. Il reste à montrer qu'elles sont toutes différentes. 
En effet, supposons égales deux d'entre elles, aa', pp', par 
exemple , formées de facteurs différents , ce qui est le seul cas 
à considérer ; on aurait aa' ^= p^' et par suite aV" = p"p'» ; or 
a"=P'''=i; donc l'égalité précédente revient à celle-ci a":=p"; 
mais on a aussi a"* = p*", puisque a et ^ sont des valeurs de 



m 



|X^. On est donc ainsi ramené au premier cas du n^ 218, et 
l'on parviendrait de même à «=p, ce qui ne peut être. 
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m 

2^ Si les indices ont des facteurs communs dont le produit 
soit/?, on aura encore 

mp np mttp 

Car d'après les règles de la multiplication (217) et de lex- 
traction de racines (219)1 ^^ ^ successivement 

et comme alors, d'après ce qu'on vient de voir, 

m n mu 

P/ m m wmp 

on aura y \/l\/h -rz^/orh^ , 

mp np mnp 

et par conséquent \/^\/^b = \/^arb''. 
La démonstration serait la même pour la division. 
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FRACTIONS CONTINUES. PROGRESSIONS. LOGABITHMSS. 
PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR. 



SECTION PBEMIERE. 

FRACTIONS CONTINUES. 



S i*'. Formation et propriétés des réduites. 

221. Nous avons donné en Arithmétique (n°* 92 — 96) l'idée 
^e& fractions continues^ et fait voir qu'elles servent à obtenir 
^es valeurs de plus en plus approchées d'une fraction ordi- 
naire. Mais leur utilité est bien plus grande en Algèbre , où 
elles fournissent y en général , des valeurs de plus en plus ap- 
prochées de toute quantité irrationnelle. 
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Ici , comme en Arithmétique , nous ne considérerons que 
les fractions continues dont les numérateurs successifs sont 
l'unité , parce que celles dont les numérateurs sont des quan- 
tités quelconques n'offrent aucune application intéressante. 

!i2a» Nous démontrerons d abord que la loi àe formation 
des réduites^ donnée en Arithmétique (n^ 94; 9 est générale. 

Soit X la quantité dont on veut approcher. Supposons-la 
comprise entre las nombres entiers consécutifs /'>/'+ 1 9 et 
faisons ^ 

x-izzo-^ — 7, ^ =flf-| — 77, X '=:zr--\ — 777, etc. 

X X X 

les quantités q^ r, etc., étant les plus grands nombres entiers 
contenus dans x\ x!\ etc., lesquels nombres sont appelés qm- 
Uents incomplets , ou bien quotients , pour abréger. Les valeurs 

successives de x seront 

I I 

a?=rj5, X'^p'\r''% xz=tp"\r 



r+ etc. 

Si on les réduit en fractions ordinaires, en ayant soin, pour 
la troisième, de multiplier par r les deux termes de la fraction 

, on obtient les réduites 

■^ r 

i' q ' qr+i ' 

L'examen de la troisième apprend que son numérateur égale 
le produit du numérateur de la seconde par le troisième quo- 
tient , plus le numérateur de la première , et que son dénomi- 
nateur égale le produit du dénominateur de la seconde parle 
troisième quotient, plus le dénominateur de la première (voyez 
notre Arith. n® 94). 

Pour montrer que cette loi est générale, il suffis de prou« 
ver que si elle est vraie pour trois réduites consécutives, 
elle le sera également pour la suivante. Car alors, comme elle 
a lieu pour trois , elle aura encore lieu pour quatre , par suite 
pour cinq, et par conséquent pour un nombre quelconque de 
réduites. 



r 
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P P' P" 

Soient donc tt? 77 9 ktt ^i'o>^ réduites consécutÎTes quelcon- 

P" 

ques, m le dernier quotient compris dans r^, et admettons 

qu'on ait P" = F/w +P, Q" = Q'/w + Q. La réduite suivante 

P* , . P" I 

TT? se déduira de ^^ en y remplaçant m par m-\-- ^n étant 

le nouveau quotient , ce qui donnera 

r_ F(/w/i+0 + P/* _ (P^/yi+P>-+-F _ F^/» + F 

Q' — Q'(/«/i+ i) + Q/| — (Q'm+Q)/i+Q' — Q'/i+Q* 

La nouvelle réduite suit donc la loi énoncée plus haut, qui 
est par conséquent générale ; et pour y comprendre les deux 
premières réduites, on peut supposer que la première est pré- 
cédée par les deux fractions —^ — • On a donc la règle suivante : 

RÈGLE GENERALE. On obtient le numérateuT ou le dénominateur 
d'une réduite quelconque en ajoutant le produit du numérateur 
ou du dénominateur précédent par le nouveau quotient , aifec le 
numérateur ou le dénominateur de Vacant-dernière réduite. 

Si l'on omet les fractions -i -, il &ut, dans la règle, insérer 

la restriction , à partir de ta troisième réduite. 

De là il résulte que i^ si la fraction continue ne se termine 
pas, les numérateurs et les dénominateurs successifs forment 
deux séries indéfiniment croissantes; 2? si la fraction continue 
se termine , il est toujours possible d'en exprimer la valeur par 
une fraction ordinaire. 

Nous ne reviendrons pas ici sur le développement des frac- 
tions ordinaires en fractions continues, ni sur la formation des 
tractions contfergentes ^ les raisonnements employés en Arith- 
métique (n^ 9a, 93 et 95), étant indépendants des exemples 
choisis, et par conséquent applicables aux fractions algébriques. 

Dans la pratique, on dispose l'opération en deux lignes, dont 
la première est formée par les quotients, et la seconde par les 



220 ALGÈBRE. 

réduites correspondantes, comme ci-après: 

P^ 7> ^ 

£, JL, p., £l±i, (/^g + 'y+/^ 

I o I q qr+i ' 

223. La 2;ra/(0 valeur de la fraction continue est comprise entf\ 

deux réduites consécutives quelconques y dont la dernière estlt 

plus approchée de cette valeur, 

p p' 
En efFet, soient les deux réduites consécutives yr» Ty» S 

Ton désigne par x la vraie valeur, et par/ le quotient compte 

P" . 

correspondant à la réduite suivante -r^, , qui égale , comme oi 

vient de le voir, =^7 pr , on a 

■~Q> + Q' 

d'où l'on tire successivenieiit 



Q>(.-Ç)=Q(^-.) 
F__Q /P \ 

Q'""Q>VQ~V 



Or y étant un quotient complet , - est nécessairement plus 
petit que i , et par suite^ est plus grand que i. Gomme d ail- 
leurs Q est plus petit que Q', il est clair que y~- est pluspetil 

P' 
que I. Donc la différence x — ^, est de même signe que la 

. , P 

différence j=j — a:, et plus petite qu'elle, abstraction faite du 

signe. 

Il suit de là que la vraie valeur x est comprise entre les deux 

P P' 
réduites Tv ' 7y > ^t que cette dernière est la plus approchée 

des deux. 
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Remarque. C'est par suite de cette propriété qu'on a donné 
aux réduites le nom àe fractions convergentes (voy. notre Arith. 
D** 93). La différence entre la vraie valeur x et une réduite se 
nomme Verreur de la réduite. 

Il résulte encore de là que /es réduites consécutiifes sont alter^ 
mtivement plus petites et plus grandes que la vraie valeur. 

224. La différence entre deux réduites consécuUifes est égale 
a t unité dii^isée par le produit de leurs dénominateurs. 

P P' P" 

En effet, soient les trois réduites consécutives jr'i 77-' 777* 

P ' P' _ P Q — PQ^^ 
On a _____ __ . 

Or(2a2), P'' = P'm-hP et Q" = Q'w + Q; 
<lonc^_Ç=?^P, doù F'Q'-PQ"=PQ'-PQ. 

Par conséquent, si, d'une part, on prend la différence entre 

P' F , P' P 

7r,,et-^, et, de l'autre, entre rsrr et —, les numérateurs de ces 

différences seront égaux au signe près. Mais en retranchant la 

première réduite - de la suivante ^ , on a 

;??+! P ___ pq 4- I - pq _. I 

q 1 q q 

Donc , en général , 

P"Q' _ FQ" = P'Q _ PQ' == zb I , 

le signe + ou le signe — * ayant lieu , suivant que la seconde des 
deux fractions, dont on prend la différence, est de rang pair 
ou impair, ce qui démontre le principe énoncé. 
Remarque. De là résultent les conséquences suivantes : 
1° Les réduites de rang pair sont plus grandes que celles de 
rang impair. 
2° Toutes les réduites sont des fractions irréductibles. 

p 

Car si la réduite jr n'était pas irréductible, P et Q auraient 

un facteur commun qui devrait ainsi diviser P'Q — PQ', et par 

suite ±1. 
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3® Les numérateurs de deux réduites consécutwes sont pre^ 
miers entre eux , et il en. est de même de leurs dénominateurs. 

Car tout facteur commun à P et à P', ou bien à Q et à Q', 
devrait diviser P'Q — ; PQ', et par suite dt i. 

4® La différence entre deux réduites coiisécutives est plus 
petite que Vanité divisée par le carré du dénominateur de la 

première. 

P' P ± I 
En effet , on a^^y — 7^ = TTTy • Or, les dénominateurs allant 

toujours en croissant, on aQ<Q', et par suite Q'<QQ'' 



Donc ^ est < -^ . 

5° On peut troui^er une réduite aussi approchée de la vraie 
valeur qu^on voudra. 

En effet, la vraie valeur étant toujours comprise (aaS) entre 

P P' 
deux réduites consécutives r^r, j^ » '' *" résulte que Terreur de 

Pi 

la réduite r^ est < tt^vT» ^^ comme les dénominateurs vont 

toujours en augmentant , il est clair que les erreurs vont tou- 
jours en diminuant, à mesure qu'on prolonge Topération. 

225. Deux réduites consécutii^es ne peui^ent comprendre entre 
elles une fraction dun dénominateur plus petit que celui de la 
première y et qui approche davantage de la vraie valeur de la 
fraction continue. 

P F 

En effet, soient T?r> ^ deux réduites consécutives compre- 

nant une fraction irréductible -~ qui approche davantage de la 

vraie valeur x ^ n étant < Q ; on aura 

F m_ rn — qm F P _ ±1 

Q"™ /i ~ qn ^ ^^ Q' Q "" QQ'' 

on aura donc la fraction , — plus petite que ^rT^ > ^'' 

traction faite du signe. Mais le moins qu*on puisse supposer 
pour la valeur de Fn — Q'm est lunité , puisque cette quantité 
ne peut être nulle. 
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De là résulterait ^^7- < -^rp^ , ou - < tt • ou enfin n > O , 

Q/i QQ /i Q ^' 

ce qui est contre Thypothèse. 

Si P'n ^- Q'm était, abstraction faite du signe, une quantité 

plus grande (jue Tunité , R par exemple, on aurait 

^<i, d'où «>QR et ^>Q. 

Donc, à plus forte raison^ n serait > Q. 

Le principe est ainsi démontré. 

Donc, en général , une réduite quelconque approche daçan" 
tage de la vraie valeur^ que toute autre fraction dont le déno^ 
miaateur est plus petit que celui de la réduite. 

S 2, Développement des quantités irrationnelles en fractions 

continues^ 

226. Toute quantité irrationnelle peut se développer en frac- 
tion continue. 

En effet, soit Aune quantité irrationnelle quelconque. Sup- 
posons que par un procédé relatif à la nature de cette quantité , 
on ait déterminé le plus grand entier « contenu dans A. La dif- 
férence entre A et a sera moindre que l'unité, et Ton aura 

A — a<i, d'où . '■ > I. 

A—— CL 



Soit -y ^=^, il viendra 



A — « = Tï d'où Az^a + Y* 

En désignant par p le plus grand entier contenu dans &, on 

ion 

* — P<i et 7 — ^>i. 

ù — p 

Soit -r 2 = ^) î' viendra 

b — p 



P = i, et A=5&+-. 



1 
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I 



donc A = a + 



c 



En désignant par y le plus grand entier contenu dans Cj on 

aura c — Y<ii > i, et en faisant = rf, il viendra 

c — Y ^ — Y 

Donc A = a + 



P + i 



ainsi de suite. 

Soit, par exemple, fL^ny/"^, Comme 5 est le plus grand 

entier contenu dans V^2Q , on aura successivement 
, I 1^29 + 5 i/'^+S 

Pour a^oir le plus grand entier P contenu dans la dernière 
expression, posons V'^^=5-f-r, doù r=[/^2g — 5, on aura 

, 1/20 + 5 10+ r . 2+r , 1/20+ a — 5 

W^29— 3 

4 ' 

Ainsi Ion a p = 2, et ^ < i, a ou > i. 



Or 



4V/29-f-i2 1^29+3 



V/^ — 3 29—9 5 

Pour avoir le plus grand entier y contenu dans la dernière 
expression , posons V/29 = 5 + r, on aura 

1/^ + 3 5+r + 3 . r-h3 1/^—5 + 3 

c==: = = = = 1 H ^r— = 1-1 -p 

5 5 3 5 
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On a donc y = i, et 1 < i, d'où , . > i. 

5 1/29 — 2 

Si Ton opère de même pour chercher le plus grand entier ^ 
contenu dans la dernière expression , il vient successivement 

5 _ 5(l/^-+-2) _ l/^29-+-a _ 1/29 — 3 

yig—zk^^ ^9— A 5 ~ 5 • 

On a donc î= i, et ^ < i, d'où > i. 

I/29-— 3 

En opérant encore de même, on a 

5 5(»/^4-3) V/^ + 3 5H-3-«-i/;5 — 5 

V/^ — 3 ap— 9 ^ 4 

On trouve donc 6=2^ ce qui ramène la suite des nombres 
j déjà trouvés y i, i, 2, etc. 

Par conséquent 1/29=554-- 



2-f'I 



i+i 



i-l-i 



2-4- etc. 

On peut vérifier qu'il en sera de même dans tous les exem- 
ples particuliers, et qu'en général 

Toute racine irrationnelle d'une équation du second degré 
: dont les coefficients sont rationnels est égale à une fraction 
1 continue périodique. 

Remarque. Lagrange a donné une démonstration de ce 
théorème dans son Traité de la résolution des équations nu^ 
mériques, auquel nous renvoyons , parce qu'elle dépasse les 
bornes de ces éléments. 

Mais on peut démontrer simplement la réciproque qui 
s'énonce ainsi : 

Toute fraction continue périodique représente Pune des ra- 
cines cTune équation du second degré à coefficients rationnels. 

En effet, supposons, pour plus de généralité, une fraction 
continue composée d'une partie non périodique, dont les quo- 
M. Algèbre. i5 



a%6 ALGtÈBRB. 

tients sont a, p, y 9 • • • Xy et d*une partie périodique, dont 
les quotients sont a^ b j c^ • . . /• 

En désignant par a: la valeur de la fraction totale , et par z 

celle de la partie périodique a + , 

c-H etCi, 
'on aujra éyidemment 

Il I 



b+i b+i p+i 



y+ 



-M 4-1 
/+i /4-I 
a-f-i ;3 


4-1 

X4-1 

z 


i^ + i 





c4- etc. 

D*abord il est facile de ypir que si Ton conyertît la valeur 
de z en fraction ordinaire , la première égalité deviendra une 
équation du second degré; mais on peut Tobtenir d'une ma- 
nière générale p^r la considération des réduites. 

p" 
En effet, si Ton représente parpr^la réduite correspondante 

P' 
au quotient a qui recommence la période, par ^^ laprécé- 

p . . ' ^ 

dente, et par pr celle qui vient avant, on aura 

Mais comme la période qui recommence par a est la valeui 
de z , il est clair qu'on obtiendra cette valeur en remplaçanl 
a par z dans l'expression précédente, ce qui donne 

"=Q^iT^' *°* Q'z'-|-Qa=F«+P, 

ou QV+ (Q— F) ^ — P = o. 

Si maintenant, pour tenir compte de la partie non pério' 
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M' 
(liqae, on représente par =^ la réduite correspondante au der- 

M M' 

nier quotient X, et la précédente par ^, la réduite qui suit ^ 

sera la valeur de :r^ puisque 2 équivaut à toute la période. 
Ainsi en introduisant le quotient complet j3 ^ on aura 

Wz + M ,, . M — No: 

et en substituant cette valeur à z dans l'équation du second 
degré en z j nous aurons celle du second degré en a; , qui , 
toutes réductions faites, sera 

[Q'N*_(Q_P')NN'— PN'»] a" 
+[2PM'N'— 2MNQ'+(Q— F)(ftIN'+M'N)] x 
— [PM''+MM' (Q—P)— Q'M»]=o. 

227. Si Ton veut réduire en fraction continue une quantité 
irrationnelle déjà exprimée approximativement en décimales, 
comme , par exemple, le rapport de la circonférence au dia- 
mètre 77=3, i4i59265 35 . . . . , on ajoute une unité à la 
dernière décimale qu'on veut conserver, de sorte que, si cette 
décimale est la sixième , la valeur exacte de tt est comprise 
entre les deux fractions 

3i 4x5i g%6 535 3i 4^5 926 536 . 
10 000 000 000 10 000 000 000 ' 

par conséquent, si on lés développe en fractions continues, il est 
clair que leur partie commune sera une valeur de tc. En effet , 
7 étant compris entre la première et la deuxième , la même 
partie entière 3, qui se trouve dans l'une et dans l'autre, doit 
aussi se trouver dans 17 ; et en outre la partie fractionnaire, qui 
complète la première valeur de w, est comprise entre les parties 
fractionnaires qui complètent la première valeur de chaque 
fraction. Or, cette partie fractionnaire étant Tunité divisée par 
le premier quotient j il en résulte que le premier quotient lui- 
même relatif à ir est compris entre les premiers quotients re- 
latifs aux deux fractions. En raisonnant comme tout à l'heure, 
on verra de même que la partie entière commune à oes deux 

i5. 
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premiers quotients relatifs aux fractions doit se trouver dai 
la yaleur de ip; et ainsi de suite. 

Gela posé , on développera les deux fractions ci-<lessus^ 
en ne prenant que les quotients communs aux deux 
loppements pour calculer les réduites correspondantes, 01 
mera le tableau suivant : 

Quotients 3, 7, i5, x,.< 

-^ ,, , 3 22 333 355 

Keduites -> — > — ^j — 5, 

I 7 100 lia 

Le second rapport, qui est celui d'Archimède, et le 
trième, dû à Métius, sont assez simples; mais les rapports 
vants, qui sont bien plus approchés , sont aussi beau< 
plus compliqués, ayant 5 chiffres au dénominateur et 
numérateur. 



• • • • 



SECTION IL 

PROGRESSIONS. 

228. Nous avons exposé dans notre Arithmétique ( 
162) les propriétés des équidifférences, àes proportiom 
gressions par différence et par quotient (*). Les raisoi 
employés , étant indépendants des exemples choisis 
queront également bien quand on remplacera les noi 
des lettres , et Ton en conclura les mêmes propriél 

(*) IjCS équidiff'érenceSf proportions, progressions par difj 
par quotient, sont souvent nommées respectivement proportions arith 
metiques, proportions géométriques, progressions arithmétiques c 
progressions géométriques. 

Nous avons rejeté ces dénominations, qui nous paraissent pei 
convenables, puisqu'on s'occupe indifféremment de ces diverse 
suites de termes, soit en Arithmétique, soit en Géométrie, soit ei 
Algèbre, etc. Les premiers noms ont en outre l'avantage de porte 
avec eux leur propre signification. 
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lous bornerons donc à reprendre succinctement les progrès- 
)ns par différence et par quotient, pour en déduire les prin- 
les formules utiles dans les applications. 

S i*'. Progressions par différence. Piles de boulets. 

■19. Une progression par différence est une suite de termes 
\que chacun cC eux f étant diminué du précédent^ donne tou- 
rs la même différence. 
!ette différence constante , qu'on appelle la raison de la 

agression ^ est* positive ou négative, suivant que la progres- 

m est croissante ou décroissante. 

Soit la progression 

-7- a.b.c i.k.l. 

[En désignant par S la raison , par n le nombre des termes , 
Ipar S leur somme, on aura les (n — i) égalités 

b = a + S,c=a + aS, l=ia+ (n — i)B. 

Ori=a + Set ^ = /— .S, donca+/= b + L De même 

i-f-i = c + I,. . . . 

Donc y la somme des termes extrêmes égale celle de deux 
'.rmes quelconques qui en sont également éloignés. 
Par conséquent , si après avoir écrit la progression , on la 
[met au-dessous dans un ordre inverse, comme ci-après : 

Sz=za+b+c + * + *+/, 

[en prenant la somme terme à terme , on aura autant de som- 
partielles égales à {a+t) qu'il y a de termes, c est-à-dire n 
sommes. Ainsi 

2S=/i (^4-/), d où S = - {a-\-t). 

Par conséquent^ dans une progression par différence , la 
somme des termes est égale à la demi-somme des termes extrê" 
mes multipliée par le nombre des termes. 

Voyez , pour l'insertion des moyens par différence^ la règle 
donnée dans notre Arithmétique (n"" x54). 



a3o 
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23o. Les deux formules /=a-h(/i-*-i)5, S= - {a-i-l) ser- 

vent à déterminer deux des cinq quantités a, /, S, n. S, 
lorsqu'on connaît les trois autres; ce qui donne lieu aux dix 
problèmes compris dans le tableau suivant, avec les formules 
relatives en regard : 



Données. Inconnues. 



Formules. 



!• a, J, « 



2° /, ^, n 



3" fl, w, / 

4^ /, «, S 

5° aj rij S 

ô'* a, ^, / 

7° ^, /, S 

8*^ 5, «, S 



9" «> 8, S 



lo" /, ^, S 



/, S 






a: 



a, S 



8= 



*, S *= 
a, B ! a= 



î, / î= 



72, S < 72 = 
n, ^ I 71= 



71, / 



n: 



72, a 



7i: 



a 



:/-(72- l)J, 
l4a/-(l*-.l)S]. 

i=^, S=-(a+/). 
n — I 2^ ^ 

2S . ^ 2(nl — S) 

n n[n — i) 

2(8 — an) , 2S 

-^ v-S /= a. 

n[n — i) n 

_- + x, b_ ^ 

aS {l+a)(l—a) 

a+V ^~ 2S— (/+«) ' 

2S 7l(7t— l)^ . 28+72(71— 1)5 

t— . — — , 

27» 271 

2j ' 

a + {n — 1)^. 
^ + 2l± V^((J-+-2/)»— 8(^S 

i5 ' 

= /_(72— l)5. 






23 1. Dans ce qui précède, on n'a considéré que k somme des 
termes de la progression , mais il est facile d'évaluer, pour ces 
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mêmes termes, la somme de leurs puissances semblables, mar^ 
quées par des exposants entiers positifs. 
A cet effets reprenons la progression générale 

' « Cl m ff • C 9 ^ • • •• • • ••• • Km Ca 

dont la raison est 5. 

Ona i=a+S,tf==r3H-*, /=A-4-^. 

Si Ton élève ces égalités à la puissance m+i, il vient 

^ ' i.a 

^+i-^^«+x^ (yro + i) 6^8+ ^^^^ b'^-'B* + . . . 

et en faisant la somme , on trouve, après les réductions, 
/«+' = «-+« + (/n + i) (a* 4- i"». . . + k^)^ 

-h ^ ^ (a"-' + *•-»... + **-0 *■ + . . . 



i.a 



;?2 



Si Ton désigne par S„, S».. , les sommes des puissances 

, /» — ' 1 • • • . . , des ternies de la progression , il vient 

Jl • 3 

d'où s.=/«+ -7— AîF — -a(s.-x-/-o 

(ot+i)J % ^ 

^— 5— ^*'(S;„-a — ^"-0 — «te- 

2.3 ^ ' 

Cette formule s'arrête d elle-même, lorsqu'on arrive à un 
terme qui contient le facteur m — iw ou zéro; eHe donne la 
somme S^ en fonction des sommes inférieures qu'ii faut donc 
commencer par calculer de proche en proche. A cet efifet , on 
pose d abord m == o, ce qui donne S^, et l'on fait successi- 
vement m = 1 , m = 2. . . , œ qui donne S^, S,. • . * • 
. Soit, par exemple, la progression formée par la suite des 
nombres naturels 
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Il faudra poser a=i, /=iietd = i^ ce qui donnera 

s, = «- + — :;— ^ — - (s«_. - «— ) 

^— 5--^ (S«_, — «—»)— etc.} 

et en faisant successivement m=;Oy/7t=:i, in = a, etc., on 
aura 

g n* — I (n — i) n^'-hn n(yi+i) 

' 2 2 2 2 

3/1* + 2/1* -h » w(/i + 1) (2/1 -h l) 

— 6 "~ 6 * 

etc. 

232. Voici maintenant plusieurs problèmes qu'on résout ai- 
sément au moyen de ce qui précède. 

Problème i. Un corps ^ qu'on abandonne à lui-même, tombe 
de 4™i9 dans la première seconde de sa chute y du triple dans 
la deuxième seconde y du quintuple dans la troisième ^ et ainsi 
de suite ; on demanda combien il mettra de temps à parcourir 
490 mètres? 

On a la progression 

-^-4|9•3(419)•5(4!9) 

et les valeurs 

8=490, ^ï=4]9> ^=918; donc /i=y/y = y ^=10", 
et /=93°ïi. 

233. PaoBiiEME ii« Combien une horloge frappe-t-elle de 
coups à chaque tour de cadran ? 

i^ Si elle ne sonne que les heures , on a 

S=i + 2 + 3 + 12 = 6.13=78. 

2® Si elle sonne, en outre, un coup pour chaque demi-heure, 
on a 

S=;2 + 3-|-4 -4-13 = 90. 
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3" Si, outre les heureS) elle sonne un coup pour les quarts, 
deux coups pour les demi-heures, et trois coups pour les trois 
quarts, on a 

S=i5o, 

234* PaoBL^ME III. Dans les arsenaux^ les boulets de même 
calibre sont rangés par piles dites triangulaires, quadrangu- 
laires ou rectangulaires, suit^antque, dans la couche horizontale 
de boulets formant la base de ta pile y les centres des boulets du 
pourtour font un triangle ëquilatéral , un carré ou un rectangle. 
La seconde couche est formée de boulets placés au-dessus des 
vides de la première^ et ainsi de suite. On demande le nombre 
de boulets contenus dans chacune des trois espèces de piles? 

I. Piles triangulaires» Ces piles ont la form^*une pyramide 
triangulaire dont la base est un triangle équilatéral et hori- 
zontal. 

Soit 71 le nombre de boulets contenus dans un coté de la 
base ou première couche ; la seconde couche sera un triangle 
équilatéral dont le côté aura n — i boulets; de même le côté 
de la troisième couche aura n — 2 boulets , ainsi de suite jus- 
qu'à la dernière couche formant le sommet de la pile ou de la 
pyramide , et qui n'aura qu'un boulet. Il s'agit de calculer les 
sommes 5^ , 5, , ^3 ^n de boulets contenus dans les pre- 
mière, seconde, troisième. . .n" couches horizontales, et d'en 
faire la somme S. 

La somme ^^ des boulets de la première couche, dont le 
côté contient n boulets , est évidemment la somme des termes 
de la progression par différence 

dont la raison est i, et Ton a (23i) s^=. -^ -• 

Cette formule fera connaître la somme des boulets de chaque 
couche, en donnant à n la valeur relative au nombre de bou- 
lets contenus dans son côté. 

Ainsi pour la dernière couche ou celle du sommet, où ii=i, 

on a ^« = ^^iî— -i=z= I ; pour l'avant-dernière, où /2=:2 , on a 
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Sn^i=^— ^=3; pour la suivante, où n = 3j on a 

5„,,= ^ ^ = 6, et ainsi de suite. De sorte que le nombre 

total des boulets de la pile sera 

g_i(i+0^ a(2 + i) ^ 3(3+i) ^ n{n + i) 

a a a * * a 

=i(i« + 2* + 3»... + /i^)+-(i + a-4-3...4-«). 

Or^ d après les formules du n"" a3i , on a 

- n(n + i) 



et i"-t-2*+3*. .. + «" = 



a 
/i(» + i)(an+ i). 



la 4 

- c w(/i+i) (/i-l-a) 

ou enfin S=-^ ^ -* 

o 

Si n = ao , on a S == i54o. 

II. Piles quadrangulairès. Ces piles ont la forme d'une py- 
ramide quadrangulaire dont la base est un carré borizontal. 

Soit n le nombre de boulets contenus dans un côté de la 
base ou première couche; la seconde couche sera de même un 
carré dont le côté aura n — i boulets^ ainsi de suite jusqu'à 
la dernière couche formant le sommet de la pile ou de la py- 
ramide , et qui n'aura qu un boulet. 

Toutes ces couches étant ainsi des carrés décroissants, il est 
évident qu'on aura pour le nombre total des boulets de la pile 

O 

Si /i = ao, on a S = a870. 

m. Piles rectangulaires. Ces piles ont la forme d'un tronc 
de prisme triangulaire à bases égales et semblablement incli- 
nées de dehors en dedans, la plus grande face étant un rec- 
tangle horizontal servant de base à la pile et faisant la première 
couche. La seconde couche est de même un rectangle ayant 



un boulet de moins dans chacun de ses côtés, et ainsi de suite 
jusqu'à la dernière couche formant le sommet de la pile ou 
laréte supérieure du prisme, laquelle est composée d*une seule 
file de boulets. 

Soit/> + I le nombre de boulets contenus dans cette file; la 
couche suivante sera composée de deux files contenant chacune 
/7+ 2 boulets, et en aura par conséquent 2t (/?. + a); celle qui 
vient après sera composée de trois files contenant chacune 
/7+ 3 boulets, et en aura donc 3 (/'+ 3), ainsi de suite; de 
sorte qu'en représentant par n le nombre de boulets d un 
petit côté dei la base, celle-ci en contiendra n{^p + n). 

Le nombre total des boulets de la pile sera donc 

S=(/>+ i) + a(/?-|-2)+3(/> + 3) +»(/'-4-«) 

=ip{i +21 + 3 +w) + (i*+2'+3« +»•). 

Or, d'après les formules du n"" a3i , la première somme est 



et la seconde est 



Donc 



nÇn + i) (a/i+ i) 



n_pn{n-hi) /t(/i + i)(2/t+i) /i(yi+i)(3p + 2ii + i) , 

J5_ + g — g , 

ou bien , en désignant par m le nombre de boulets d'un grand 
côté de la base, comme m =:p+nj il vient 

^ n(n+i) {'im — n+i) 

Si a = ao et /» = 3o^ on a S=:4970. 

Remarque I. Dans les trois cas précédents, on obtient aisé- 
ment le nombre des boulets de la pile au moyen de la règle 
suivante, plus facile à retenir que les formules qu'on vient 
d'établir. 

Règle générale. Le nombre des boulets de Vune quelconque 
des piles précédentes est égal au nombre de boulets dHune face 
triangulaire multiplié par le tiers de la somme des trois arêtes 
parallèles qui sont en dehors detettefaee. 
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grand, on pourra rendre aussi grand qu'on le voudra Tensembk 
i + noLjety à plus forte raison, 9*. Or, quêtant un terme 
quelconque de la progression, il est évident que la somme S 
djç tous les termes I qui sont d ailleurs positifs, peut devenir 
aussi grande qu'on le voudra. 

a^ Seit 9 = 1. Alors on aS=-; mais comme ia somme 
* o 

d un certain nombre d.e termes est nécessairement déterminée, il 
est clair que le symbole - ne doit exprimer qu une indétermi- 
nation apparente. En effet, si Ton effectue d abord la division 
de j" — • 1 par q — i , il vient 

S = a(y»-^+g"-* + 1), 

et en faisant ^=i,onaS = »a. Ainsi tous les termes sont 
égaux au premier a, 

3^ Soit enfin ijr < i , ou la progression décroissante. Alors 
la formule peut se mettre sous la forme 

a a(f. 



S = 



i_y i_y 



Posons a = -, d'où a* = :r etô*=— . Gomme 8 est > i, 

on pourra, d après ce qu'on vient de voir (1°), prendre n assez 
grand, pour que P" soit aussi grand qu'on le voudra, et par con- 
séquent g; ou y" aussi petit qu'on le voudra. Ainsi, en faisant 

croître n indéfiniment, le numérateur delà fraction — - — ap- 

proche indéfiniment de zéro, tandis que le dénominateur 
reste constant. Donc la firaetion elle-même approche de plus 
en plus d'être égale à zéro, et par suite la somme S s'approche 

de la valeur . Par conséquent, cette fraction est une 

limite vers laquelle la somme des termes d'une progression 
décroissante converge indéfiniment, à mesure qu'on prend 
plus de termes. Donc enfin , si /i = 00 , on a rigoureusement 

^ CL 

s= 
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Tant que le nombre des termes est fini , la valeur de S don- 
née par cette formule est trop grande de la quantité ^ - ■ • 

Ainsi le résultat qu*elie fournit est d'autant plus près d*étre 
exact, qu'on prend un plus grand nombre de termes. 



Cette formule S ;= 



a 



peut s'énoncer comme il suit : 



I— y 

La somme des termes JT une progression par quotient décrois^' 
santé et prolongée à Vinjini , est égale mi quotient du premier 
terme dii^isé par F unité moins la raison. 

Ces sortes de progressions sont dites convergentes. 

Si loa ah progression 4f i ' - •7'5*'* •' ^" trouve S=2. 

Iq — a 



237. Les deux formules Izzzatf^^^ S = 



q — x 



servent à dé- 



terminer deux des cinq quantités a, Ij q^ n,Sj lorsqu'on con- 
naît les trois autres, ce qui donne lieu aux dix problèmes com- 
pris dans le tableau ci-après, avec les formules en regard : 



Données. Inconnues. Formules. 

q — i 



1° a, q^ n 



2° /, y, n 



y a, /i, / 



Z, s j /=aî-, S=^ 

a. S \ a= , b= — ^^7 ^ 



n — X 



n— I 



îi S y 



4** /, n, S 



5° fl, n, S 



6» fl, y, / 



=V1. s='-i^ 



IV^l—aX/^ 



n — x 



(S—/) y"-' — /(ç^-'+y^-^ . .-f-i)=o, 



y, a 



a 



q, l 






a 



Izz^aq''-^ 



Données. Inconnues. 
7^ a, Z, S 
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8* j, /i, S 
10° /, y, S 



q, n 



tty l 

Ij n 



Formules. 
S— ^a log/ — loga 

y» — I * ç" — I 

,_a + %-i) . log/-logfl 

î logy 



a, w j a=^— S(y— i), n=i+ %^—^. 

Les quatrième et cinquième cas donneront chacun une équa- 
tion du degré n — i en ç ; nous verrons plus tard comment on 
traite ces équations. Quant aux cinq derniers cas y on ne les 
résout qu'à Taide des logarithmes (voy. ci-après n® a 5 2). 

Remarque, On pourrait croire que la somme des puissances 
semblables des termes d'une progression par quotient donne- 
rait lieu à de nouvelles formules, comme on la vu (28 1) pour 
les progressions par différence. Mais il n'en est pas de même 
ici. Car en élevant à la puissance n" tous les termes de la pro- 
gression 

4r a : aq : aq*. . , . 
il vient 

-ir- a"" : a^qT : a^q*" , .. 

progression de même espèce que la proposée. 



SECTION III. 



LOGARITHMES ET APPLICATIONS. 



Si". Logarithmes. Formation et usages des tables. 

238. Nous avons exposé en Arithmétique (n° 162 à 177) la 
théorie complète et les propriétés des logarithmes, en les con- 
sidérant avec Néper, leur inventeur, comme les termes d'une 
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proffression par différence commençant par zéro, correspondants 
à la suite des nombres regardés comme faisant partie d*une 
progression par quotient commençant par inanité. 

Nous avons yu(Arith. n"* 167 et 169) que les deux mêmes pro- 
gressions, qui sont croissantes, étant prolongées indéfiniment 
à gauche des termes i et o, donnent les logarithmes des nom- 
bres plus petits que i,mais que ces logarithmes sont négatifs. 

Ces deux progressions peuvent s'écrire ainsi : 

: I : I -4- a : (i + a)\ . . 



-H-... — ap . — p . o . p . ap ... 

a étant une très-petite quantité qu on peut diminuer de telle 
sorte , que les termes de la première progression puissent être 
regardés comme variant d'une manière continue et renfer- 
mant donc, sans erreur sensible, la suite des nombres naturels, 
au moins jusqu'à une certaine limite, par exemple jusqu'à 
100000; et pétant de même une quantité qu'on peut supposer 
aussi petite qu'on le voudra. Mais, d'après la définition même 
des logarithmes, il est absolument de rigueur que le terme o de 
la seconde progression corresponde au terme i de la première, 
c est-à-dire qu'on ait log 1=0. De plus, comme elles crois- 
sent toutes deux jusqu'à l'infini, tandis qu'elles décroissent , la 
seconde jusqu'à l'infini négatif, et la première en tendant tou- 
jours vers zéro, on a donc aussi log 00=: 00 et log 0= —00 . 

Les deux progressions correspondantes pouvant varier d'une 
infinité de manières dans la succession continue de leurs ter- 
mes, il peut donc exister une infinité de systèmes de logarithmes. 

En général, on appelle base d'un système de logarithmes le 
nombre auquel correspond un certain logarithme déterminé, 
lunîté, par exemple. Dès qiie la base est donnée, le système de 
logarithmes est complètement déterminé. 

Néper fut conduit à prendre pour base de son système, le 
nombre qu'on est convenu de représenter par ^ , dont la va- 
leur est égale à 2,718281828 ; et ses logarithmes ont été 

nommés logarithmes népériens, ou encore hyperboliques , 
parce qu'ils mesurent les parties de l'aire comprise entre une 
hyperbole équilatère et ses asymptotes. Mais il ne tarda pas 
M. Algsbre, 16 
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à reconnaître quel avantage on aurait à prendre le nombre lo, 
base de notre système de numération , pour base d'un système 
de logarithmes , parce qu alors les multiplications et les divi- 
sions par tOy tôo, loôb.. ., se réduiraient à des âdditiotis ou 
à des soustractions d'unités entières. Aussi de fut avec son 
consentement que Briggs composa des tables d/e logarithtnes 
calculés dans la base to, et qui furent nommés logarithmes de 
Briggs ou logarithmes ^vulgaires. Ces tables ne furent publiées 
qu en 1624 après la mort de Néper. 

a 39. Puisque les termes des deux progressions précédentes 
(238) peuvent être considérés comme renfermant la suite des 
nombres naturels, l'un des ternies delà seconde progression 
sera, dans tous les cas, sensiblement égal à Funité, ou lui sera 
même rigoureusement égal, en disposant convenablement de 
^, de sorte qu'en représentant ce terme par jxp, et par a le 
terme correspondant de la première progression, on aura en 
même temps les deux relations 

|aP=i, (i+a)«* = û, doù P = - et i4-a=a»' = a^ 
Alors les deux progressions pourront se mettre sous la forme 

D'où il résulte qu'en désignant par x un terme quelconque 
de la seconde, et par y le terme correspondant de la première, 
on aura toujours 7 isrir'. 

Ainsi, on peut encore considérer les logarithmes des nombres 
comme les exposants des puissances auxquelles il faut élever un 
nombre constant^ quon appelle base du système j pour en déduire 
tons ces nombres. 

Afin de ne pas nous répéter, nous renverrons pour les pro* 
priétés des logarithmes à notre Arithmétique, où nous les 
avons établies en déduisant les logarithmes des progressions. 
Nous allons cependant rappeler les principales de ces pixipné- 
tés, en employant la nouvelle définition ci-dessus, et nous 
adopterons, pour les exemples, les tables de Callet, qui sont plus 
étendues que celles de Lalande. 

%4o* La théorie des logarithmes considérés comme déduits 
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de l'équation exponentielle j"=-a' repose sur ce principe , que 
Us puissances (Tun nombre constant positif et différent de 
lUinité peuvent reproduire tous les nombres possibles ; c'est-à- 
dire que si dans 1 équation j =: a' on donne à x toutes les va- 
leurs possibles , positives et négatives , on aura pour / toutes 
les grandeurs possibles entre zéro et Tinfini. 

i*" Soit a > I. Comme en iaitant x=roet;r=zi on a /= i 
et/=a, si Ton donne à x des valeurs qui croissent par degrés 
insensibles depuis zéro jusqu'à i et depuis i jusqu'à l'infini, 
les valeurs correspondantes de y croîtront de même d'une ma- 
nière continue de i vers a et de a jusqu a l'infini, mais beau- 
coup plus rapidement que celles de x. 

Si ion attribue à x des valeurs négatives, on aura/ = a~^ ou 

r=— , Or, on vient de voir que si l'on donne à x toutes les 
a* * 

valeurs positives à partir de zéro , a' croit d'une manière conti- 
nue depuis 1 jusqu'à l'infini. Donc alors le quotient-^ décroît 

depuis i jusqu'à zéro. Ainsi les valeurs négatives de Xy entre 
zéro et l'infini, donnent pour / toutes les valeurs possibles 
depuis i jusqu'à zéro. 

2° Soit a<i. Si Ton fait a = 7, on a 6> 1, et il vient 

7=:tj, ou^=ft', suivant qu'on prend x positif ou négatif. 

On retombe donc dans le cas précédent, avec la seule diffé- 
rence que y décroîtra depuis i jusqu'à zéro, quand x croîtra 
positivement, et que y croîtra depuis i jusqu'à l'infini, quand x 
croîtra négativement. 

3'* Si azi= I , on a^= i , quel que soit x. 

Donc, pourvu que a soit autre que i, il 7 a toujours une va- 
leur de X qui rend a* égal à un nombre donné ^/ or cette 
wleur de x est précisément le logarithme du nombre /, ce qui 
confirme la définition des logarithmes donnée ci-dessus (aSp). 

Si l'on écrit j;=z:Iog ^, la base a est sous-entendue, parce 
fiune fois choisie, elle reste invariable. Si on la change, il faut 
indiquer la nouvelle base, et faire connaître le système de loga- 
rithmes dont il s'agit. 

16. 
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Ordinairement on désigne , dans les calculs , les logarithmes 
pris dans une base quelconque a par labréviation log^ les loga- 
rithmes vulgaires par la lettre initiale L , et les logarithmes né- 
périens par rinitiale /• 

a4i* La composition d'une table de logarithmes consiste à 
déterminer toutes les valeurs de x qui répondent à 

7 = 1,7 = 2,7 = 3 , 

dans l'équation 7= a'. 

Si Ton suppose a'^-=.m^ en donnantà^r les valeurs successives 

o, «, 2a^ 3a, 4^ 

on trouve que les valeurs correspondantes de/ sont 

i,m,m\m\m' 

Ainsi les logarithmes croissent en progression par différence, 
tandis que les nombres croissent en progression par quotient. 

On peut donc regarder les systèmes de valeurs de x et de/ 
qui satisfont à réqnation7:i=a*, comme classés dans ces deux 
progressions, ce qui dénote une concordance parfaite entre les 
deux définitions des logarithmes (238, 239). 

242. Les propriétés des logarithmes se déduisent aisément 
des règles données pour le calcul des exposants. 

En effet, soient.r,^', ^r",. ... les logarithmes des nombres 
r>/>/'> , on aura 

donc i^ y y y" . . , = a'af^a*'' . . . = «'+'+«"+ ... 

y a' 

30 y,m -_. ^a*y = a^\ 

mm X 

De là on conclut les propriétés connues. (V. notre Ârith., n° 1 64.) 

243. Pour calculer le logarithme d un nombre quelconque 
donné ^, il faut résoudre 1 équation «' = i, qu'on nomme ex- 
ponentielle j parce que Tinconnue est en exposant. 

I** Soient a et i tous deux > i. Si Ton met successivement à 
la place de x les nombres entiers o, i, 2^ 3.. ., on parviendra 
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toujours à deux nombres consécutifs n et /t + i, tels que b sera 
compris entre a* et a"+', d'où Ton conclura que x se trouve 

entre n et n + i. Ainsi en posant :r = /i + -, / sera un nom- 
bre > t. 

L équation a':=zi deviendra donc a -^=6, doù Ion tire 



a^ = — , et a 



=©' 



Or le quotient de b divisé par a" est compris entre i et â. 
On pourra donc déterminer, comme tout à Theure, la valeur 
entière approchée de /, en mettant successivement à sa place 
les nombres i, 2, 3....; et Ton trouvera que ^ est compris 
entre deux nombres consécutifs n' et /t'+ i ; ainsi de suite. La 
valeur de x sera donc donnée par la fraction continue 

I 

:c = nH — f 



n + I 



/i"-4-etc. 

et sera d'autant plus approchée que l'opération aura été poussée 
plus loin* 

2^ Si dans l'équation a' =^ on a en même temps a> i et 
b<i^ la valeur de a: devient n^ative (a4o, a^). Alors en rem* 

plaçant â? par — j, on a —=: i, d'oùa^=-7 ; etcomme &est > i, 

I ^ . . 

on a -7 > I, ce qui ramené au premier cas. 

3** Si l'on suppose a < i et i > i , on trouve de même 

[- j zz=b; et comme — est > i, on retombe donc également 

sur le premier cas. 

4*" Soit enfin a < i et 3 < i ; l'équalion a'= & peut alors se 

mettre sous la forme T— j =7 , ce qui ramène encore au pre* 

II 1 

mier cas, puisque - ^t 7 sont tous deux > i. 

244* Dans le systèipe dont la base est 10, on sait que les lo- 
garithmes des nombres i, 10, ioo...f , sont o, i, 2.. • • •; en 
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effet, io*^=i, io'=io, io* = ioo,... et, en général, 
log loT^zzm, Quant aux logarithmes des autres nombres, 
ils sont donnés par le& valeurs de x tirées des équations 
io^3=a, ia'= 3. • . .^ mais il ne feut calculer ainsi que les 
logarithmes des nombres premiers, d'où Ton déduit, par de 
simples additions , ceux des nombres composés de facteurs 
premiers. 

Nous donnons plus loin (43o et 43 1) des formules propres à 
obtenir les logarithmes de tous les nombres. 

^45. Quand on a calculé les logarithmes dans uxie baiMs quel- 
conque, il est facile de passer d'un système à un autr^, c'est^^à* 
dire d'obtenir les logarithmes dans le nouveau système» Eu 
effet, soit a }a base du premier système, b celle du ^cond, 
^t X le logarithme d*un nombre n dai^s la systèipe £, on 
aura £'=^/t; et pr^n^pt les logarithmes jies deu^ membre^ 
de cette équation dans le système connu a, il viendra 

X log b = log n , 

,, , log « I 

log b log ^ 

Donc on obtiendra les logarithmes des nombres dans le nour 
Pêou système dont la base est b , en multipliant les logarithmes 
des mêmes nombres^ dans le système dont la base est a, par la 

quantité constante -s — 7- ^ log b étant pris dans la base a. 

Ce facteur constant = « se nomme le module de U nou- 

log b 

Telle basé b par rapport à la première base a. Nous donnons 

plus loin (43 x) la manière de le calculer, ^p$i que sa valeur 

particulière lorsqu'on passe des logarithmes népériens aux 

logarithmes vulgaires. 

246. Les tables de logarithmes servent principalement à 
résoudre l^ deu( problèmes suivants : i^ Étant donné un 
nombre y trouçer son logarithme ; oP étant donné un logarithme^ 
trouver le nombre auqu^ il appartient» Comme nqus ayoof 
suffisamment traité ces deux questions , pour les tables de 
Lalande, dans notre Arithmétique (n"^ 171)» uous allons nous 



LOGAR1THMB9 ^T APPLICATIONS. ^^7 

borner aux détails nécessités par Temploi des tables plus com- 
plètes de Callet. 

Problème i. Étant donné un nombre quelconque N, tromper 
son logarithme? 

Les tables de Callet contiennent les logarithmes des nombres 
depuis I jusqu*à 108000, arec sept et quelquefois huit déci- 
males. On y a supprimé la caractéristique^ qui égale autant 
d unités , meins une, que le nombre a de chiffres. 

I*' CAS. Soit le noml>re N entier et < 108000. 

La première chiliade des tables de Callet contient les nombres 
entiers depuis i Jusqu'à 1200, et en regard les logarithmes cor- 
respondants avec huit décimales. 

Après la première chiliade, on trouve, sans interruption , les 
nombres depuis laoo jusqu'à 10800. La colonne à droite mar- 
quée o contient' leurs logarithmes, et les espaces vides qu'on j 
remarque doivent être remplis par les 3 chiflfres écrits en tête 
de chaque espace. Ainsi in logarithme de 6079 est 3,705778a. 

Les logarithmes des oombr#s compris entre 10600 et 108000 
sont donpés au moyen des colonnes marquées i, a^ 3,» • . . «o. 
D'abmrd 9 si le nombre est tcrmiaé par un zéro, son logarithme 
sera composé de la même partie décimale que le nombre donné 
difisé par xo ou ayant un xéro de moins, la caractéristique 
étant seulam^t plus forte d'une unité. Ainsi le logarithme 
dun nombre compris entre 10800 et 108000, çt terminé par 
un z^o, est donné par la colonne marquée o; si le M)mbre 
est terminé par i , son logarithme sera donné par la oolopne 
marquéç i contenait 4 décimales, à la gauche desquelles on 
ajoutera les 3 chifTres correspondants séparés dans la colonne 
zéro y parce i}ue les logarithmes des nombres qui ne diffèrent 
que par le chiffre des unités ont les trois preinières cjécimales 
communes. $i le nombre est terminé par Tun des chiffres 

2, 3 9, les 4 décimales de droite de son logarithme ^e|roQt 

également donpées par Tune des colonnes potées a, 3 9. 

Ainsi, pour avoir le logarithme du nombre 941 58, on sup- 
primera d'abord le chiffre des unités 8, on cherchera 94i5 
dans la colonne N , et suivant horizontalement jusqu'à la co- 
lonne marquée 8 , oai y trouvera 8879 pour las quatre der- 
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niers chiffres du logarithme cherché , dont les trois premiers 
973 seront donnés par le nombre isolé le plus Toisin,en 
remontant dans la colonne marquée zéro. Ajoutant la caracté- 
ristique 4 > on aura donc 

L94i58= 4,9739415. 

IV CAS. Soit le nombre N entier et > 108000. 

Cherchons, par exemple, le logarithme de 3546897. On sé- 
parera deux chiffres sur la droite , pour que la partie restante à 
gauche ne soit pas > 108000 ; et Ton cherchera le logarithme 
du nombre 35468,97^ qui, n'étant autre chose que le quotient 
du nombre proposé par 100, aura le même logarithme, à la 
caractéristique près, laquelle sera seulement plus petite de 
deux unités. 

En prenant d*abord le logarithme de la partie entière 35468, 
et négligeant la caractéristique , on trouve 

L 35468 = 0,5498367. 

Or, nous allons démontrer (248) le principe admis dans notre 
Arithmétique (n** 171) que pour des nombres très^grands les 
différences entre les nombres sont sensiblement proportionnelles 
aux différences entre les logarithmes» Gela posé, on voit dans la 
dernière colonne des tables, où se trouvent toutes calculées 
d'avance les différences entre les logarithmes , que la différence 
entre les logarithmes des nombres 35468 et 35469 est 12Î; 
alors pour avoir la différence qui correspond à 0,97, on pose 
la proportion 

1:0,97 :: i23::r| d'où x=i 123.0,97= ii9,3i. 

On peut aussi trouver la partie entière de or, dont on doit 
négliger la partie décimale plus petite qu'une unité décimale du 
septième ordre, au moyen de la colonne des parties proportion- 
nelles, qui est placée dans les tables au-dessous de la différence 
123. Car on a immédiatement 

123.0,9=111, 123.0,07 = 8,6, 

et par conséquent 

123.0,97= m + 8 = 119. 

En ajoutant 119 au logarithme ci*dessus et mettant la carac- 
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téristique, on trouve 

L 3546897 = 6,5498486. 

Voici rensemble du calcul 

N= 3546897, 

L 35468 0,5498367 

Pour 0,9 III 

pour 0,07 8 

L 3546897. 6,5498486 

III* et rV* CAS. Si le nombre N est fractionnaire ou contient 
des parties décimales, on opère comme il a été expliqué dans 
notre Arithmétique (n° 171 , 3" et 4*)» 

247. Problème ii. Etant donné un logarithme L, trouver le 
nombre auquel il appartient? 

I" CAS. On demande le nombre correspondant h un logarithme 
dont la partie décimale est positive^ 

Supposons d'abord que la partie décimale se Irouve dans les 
tables, et que tout le logarithme soit positif. 

Soit L = 6,8991 856. On prend la partie des tables qui dé- 
passe 10800, et Ton cherche à la colonne o le logarithme 
8991635 qui est le pins près d'atteindre la partie décimale du 
logarithme donné; s'avançant alors horizontalement jusqu'à 
la colonne 4» on trouve i856, qui, avec les trois premiers 
chiffres 899, forment la partie décimale de L. Prenant ensuite 
la colonne N, on trouve en regard le nombre 7928 , et ajou- 
tant 4 on a 79284 9 qui serait le nombre cherché, si la carac- 
téristique était 4 9 inais comme elle est 6, il (aut multiplier 
79284 par 100 , ce qui donne 7928400 pour le nombre de- 
mandé* 

Si, au lieu de 6, la caractéristique était 2 , il faudrait diviser 
79284 par 100, c'est-à-dire mettre 2 chiffres en décimales, ce 
qui donnerait 792^84 pour le nombre cherché. 

Si enfin la caractéristique est seule négative comme dans le 
logarithme 2,8991856, la différence de — 2 à 4 étant 6, il faudra 
diviser par 10* le nombre 79284 trouvé comme ci-dessus, et 
qui a 4 pour caractéristique, de sorte que le nombre demandé 
sera 0,079284* 



I 

Supposons maintenant que la partie déciniale ne s^ trouv^ 
pas dans les tables, et qu'on ait L=: 3, 8^22168. En cherchant, 
comme ci-dessus, la partie décimale, on trouve qu'elle est coni< 
prise entre 8^22146 et 8722204 qui correspondent aux deui 
nombres 74S10 ^^ 74^11 9 ^^ négligeant d* abord Tordre des 
unités. Comme la diffSérence tabulaire la plus voisine 59 corres^ 
pond à l'unité de différence qui existe entre ces nombres, et que 
la partie décimale du logarithme donné surpasse de 22 celle du 
plus petit nombre, on peut, d'aprè$ le principe admis tout ^ 
l'heure, que les accroissements des nombres tf^ès^grancls soni 
proportionnel^ dux accroissements d^ç logarithmes, po90r la^ 
proportion I 

69:12 :; I :jp, d*où jr=:p-- 3=0,3^. 

AifiH) tn négligeant toujours l'ordre des unités, le nombre 
cherché sera y4^ioiy. Mais comme il ne doit avoir quç quatre 
«biffin^ à U partie entière , puisque la caractérbtîqae est 3 , le 
nombre sera y^^i^oiy. 

Ou p«ut éviter ce calcul au mojtn des parles proportion- 
nelles écrites dans les tables au*dessous de la difFérence Sp. 
CSar la partie 18 « immédiatement inférieure à la difFérence sa, 
correspond à 3, et il y a 4 pour reste. Ajoutant un zéro à 4? 
qu a 4o qui est très- voisin de 4I9 lequel correspond k y; par 
conséquent on obtient les mêmes chiffres 74^1037 que ci- 
dessus, pour ceux du nombre cberchéy qui est donc 748 1, 087 
^A ayant égard à la caractéristique 3. 

X^e calaul se dispose «insi qu'il suit : 

LN = 3,87221(58, 

pour 0,8722146 74S10 

i*' reste 22 o3 

2* reste 4 P07 



""Bf» 



N ou nombre elierehé. . 7451,037. 
II* cA-s, 0^ deptande k nombre correspondant à un logarithm 

Soit L=: — 2,0739748. On ajoutera + 3 et -^5 4 p€ Ipg*' 



t 
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rithme, ce qui donnera 

L=— 34-(3 — 2,0739748)= — 3-f-o,9a6oa5a=5ï3,9a6oa5a. 

Opérant alors comme ci-dessus , dans le ca/s des logarithmes 
à caractéristique seule négative, on trouve o,oo8433836 pour le 
nombre cherché. 

On voit que ce procédé consiste k rendre positive l| partie 
décimale du logarithme donné. 

148. Pour résoudre les deux questions précédentes , nous 
ayons admis le principe que pour les noff^bres très-grands l$s 
mrois^einfints des nombres sont proportionnels aux accrois^ 
semenis des logarithmes. Or ce principe n'est pas rigoureuse- 
ment exgQi , mais donqe s#i}|einept un« approximatioii presque 
toujours suffisante, et d'autant plus grande que les nombres 
tniqueb on l'appliqua sont plus considérables. Voici comment 
on peut le démontrer, en n^employant que la formule du 
binôme dans le cas de Texposant entier positif. 

Soit a et a -f- I deux nombres entieM consécutifs. 

Posons l/i + £_i^a 

d où Ton tire 

r \ i a+ t 

(i-4-af= i4--= . 

^ ' a a 

I En prenant les logarithmes, et représentant par $ la diffé- 
Mice des tables, on a 

n log (i + a)=log (fl -4- 1) — log (a) = i^ 

4'où log(l + ft);«RP-. 

Maintenant, soit m un nombre entier positif plus petit que 
n; alors a(i+a)'" sera >a et <a-|-x. Donc ai Xqn p^se 
^(i-l-a)" = ^ + -3, on aura^ au moyen de la formule du 
! bipome dans le cas de l'exposant entier positif, 

I (i) a^-z=a(^-f-a)'"=a(I + wa^ ^^ ^a*-4-etc.), 

et 

(2) a+iz=za(i'^ciY=za(i+ na-i — > "^ ^ «*4-etc.). 
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L'équation (i) donne 

(3) z=a(ma^ ^^ ^«•H-etc), 

et réquation (2) donne aussi 

(4) I = a( wa ^ ^ ^ a*+ etc.)- 

En divisant l'équation (3) par Téquation (4)9 on a 

m(m — i) 
wH ^^ ' a H- etc. 

{5) je= p r =— 

/i-l — i i a-f-etc. 

1.2 

Or, réquation (4) montre que anct est < i, ou a< ^— . Si 

d(Hio on pose a = — , / sera <i, et, en substituant cette 
* an 

valeur dans Téquation (5) , il viendra 



m — 

T 1 


•I 

1 BiV-li. **f"P 


* 1 

2 


* 


n — 
iH 


I 
—a -4- etc. 





> m — I t 


m 1 


2 an 


n — I t 




^ 2 a« 



I 

Si a est un nombre très-considérable, — sera une quantité 

^ • J 1 'W I I 

tort petite: de plus , comme est < — • et que t est < i, 

'^ * %an Vku ^ 

il est clair que le second terme du numérateur sera extrêmemeol 

petit, et que les termes suivants seiH>nt encore bien moindres. 

Par une raison semblable les termes du dénominateur qui vien- 

nent après i seront de même extrêmement petits. On aun 

donc , à très-peu près js == — • 

Or réquation (i) donne 

log {a + z)=z\o^a + m log (i + a). 

Donc en mettant au lieu du dernier logarithme sa valeur -9 



n 



et au lieu de z sa valeur —, il vient 

n 



log^a + ^^=Ioga + ^J. 
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Mais — est l'accroissement du nombre a. et —i est Tac- 
n n 

croissement du logarithme log a. 

Donc r accroissement du nombre esi proportionnel à VaC'^ 
croissement du logarithme. 

Si l'on Tcut connaître les limites de l'approximation sur la- 
quelle on peut compter en faisant usage des tables de loga- 
rithmes y il faut recourir à l'emploi des séries. (Voy. à ce sujet 
une note de M. Vincent qui termine l'Algèbre de M. Reynaud.) 

249. Le calcul des logarithmes offre, outre l'inexactitude de 
la proportion précédente, une autre cause d'erreur proyenant 
de ce que les tables donnent pour les logarithmes, et pour leurs 
différences, des valeurs seulement approchées, et pouvant être 
fautives d'une demi-unité décimale du septième ordre, soit en 
plus , soit en moins. Aussi les différences tabulaires ne peu- 
vent jamais donner plus de deux chiffres exacts , et souvent 
même elles n'en donnent qu'un seul. 

250. Nous avons fait voir dans notre Arithmétique (n^ 174) 
comment on peut simplifier le calcul des logarithmes par rem- 
ploi des compléments arithmétiques, et nous avons donné 
(n'^i^S et 176) des exemples auxquels nous renvoyons pour 
ne pas nous répéter. 

S 2. Applications aux équations exponentielles et aux intérêts 

composés. 

25 1. Proposons-nous, comme application des logarithmes, 
de résoudre les équations exponentielles suivantes : 

1° Soit l'équation i — ^ ) z= -g — , où il faut déterminer l'in- 
connue X, En prenant les logarithmes vulgaires des deux mem* 
bres, on a successivement 

Y ai5 - 358 

x{h ai5_.L i8)=:L 358_L 87, 
,. , L 358— L 87 

Q OU X ^"^ , • 

L ai5.— «L 18 




Cherchait dans les tables les logarithmes indiqués , on a 



L358 = 2,553883o 
L 87=1,9395193 

DiCfëreuce 0,61 43637 



L 2i5 = 2,3324385 
L 118=2,0718820 

■ ■ I ■ Il I I M 

Différence o,a6o5565. 



^ 6143637 

"^'^^ ^-i6^5565' 

four calouler a: par logarithmes ^ on retranche du loga^ 
rithiii^ du numérateur celui du dénomitiatenr ^ et Von chér-^ 
ohe le nombre correspondant à la différence. Voici le tableau 
de l'opération 3 



L2do55 . . .0,4158^11 
pour ofi • • • îoo 

pour o,o5 • • . 84 



L6i436 ...0,78842^9 
pour 0,3 ... 21 

pour 0,07. . . 5o 

r ■ ■- - --— — - .- I ■ I I - 

L6i43657= 6,7884^55 
L26o5565 = 6,4159019 

La^zrz 0,3725236. 
Maintenant pour 0,8725070 on a. . * 23578 
1" reste 166 op 



•»*»l^mmmtmt^â 



L 26o5565=:6|4i59oi9 



:r= 2,35789 

Ainsi la valeur de a: est 2,35789. 

Quand le calcul donne 7 chiffres pour la valeur d« ^^ on 
conserve seulement les 6 premiers, qui sont les seuls sur 
l'exactitude desquels on puisse compter, lorsqu'on revient des 
logarithmes aui nombres. 

2* On peut s'exercer à résoudre l'équation 

(ï ,001 25)* = 0,89625 

qui donne :r= — 87,6881. 

3"" Soit l'équation a^*=zCj où l'inconnue a: indique la puis- 
sance à laquelle il faut élever l'exposant connu b d'une quantité 
a , pour que le résultat soit égal à la quantité c« 

Si l'on prend les logarithmes des deux membres, en consi- 
dérant b* comme l'exposant de a, il vient 

^La:=Lc^ d'où i*== — . 

La 
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Comme La et Le sont dés nombres décimaut dont les tables 
fourniiisent les logarithmes, on peut donc prendre encore leâ 
logarithmes des deux membres de lequatiou précédente | ce 

qui donne 

xLbz^L r— =LLc^--LLa, 
La ' 

V y L L c — L L o 

dou ;r= — ' • 

Lb 

Les équations (f^=:ihy cr ti^c^ or ^=±d^. . . s appellent éf}ua« 
lions exponentielles du premier ordre , du second ordre, du 
troisième ordre . . . , et peuvent toutes se résoudre d'une ma- 
Dière analogue* Mais dans la pratique , on obtiendra pour x 
des valeurs d*autant moins exactes que l'inconnue appartiendra 
àime équation exponentielle d'un ordre plus él^é> parce que 
les logarithmes primitifs se trouvant, dans les tables, affectés 
d'une certaine erreur, les logarithmes successifs seront de plus 
en plus fautifs. 

252. Nous avons donné (aSy) les formules servant k résoudre 
toutes les questions relatives aux progressions par quotient. 
L'emploi des logarithmes semble indispensable pour calculer 
la valeur de l'inconnue lorsqu'elle est en exposant, comme 
dans les 6*, 7*, 9* et 10* cas , où l'inconnue n doit être donnée 
par I équation l'==.a(f~\ En prenant lés logarithmes des deux 
membres, on a 

log/=loga+(/i— i)log5', 

1. ^ loff / — loff a 

flou litrs I + — 2- S--; , 

logy 

ce qui justifie les formules données plus haut pour les cas dont 

il s'agit. 

Les logarithmes sont encore très-utiles pour calculer les 

formules du "i^ cas , 

»— I « — I 

y = V/-' S = -;n ;r=r-- 

Car, pour la première, on a log q = — ^ «*^wg — ^ ^^ lorsqu'on 
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aura trouvé la valeur de log y, il ne restera plus qu'à chercher 
le nombre correspondant. 

Pour la seconde, en divisant les deux termes par l/a , on a 



«— X « — I 



S = =a 

«— I n— 1 




V'—' 



posant y ( - j =m, et observant que y ~ = yj il vient 

S = 



- ) =M, et observant que y '''=iqi il 

q — l 

Il reste à calculer les racines m et y, qui sont données par les 

nfloff / — ^loff a) , W / — log a 

équations log uz=z ^ ^ — 2 — ^, et log jr=-s__ — Eî_ . 

253. Gomme nous avons traité dans notre Arithmétique 
(n"^ 2o5 et a 10) un certain nombre dç questions relatives aux 
intérêts simples et composés, nous nous bornerons à repren- 
dre ici la question des intérêts composés dans toute sa géné- 
ralité. 

Problème i. On place une certaine somme à intérêts com^ 
posés j et tous les ans on ajoute une nouvelle somme qu^ on joint 
au capital de cette année; quel est au bout (Tun certain nombre 
n d^années le montant de tous les .capitaux accumulés avec 
leurs intérêts composés ? 

Soient a^ b^ c^d.,, /, les sommes placées au commencement 
de la première , de la seconde , de la troisième , de la qua- 
trième. .., de la 71* année , r l'intérêt d*un franc par an, et S 
la somme qu'on doit recevoir au bout de n années. 

La somme a, qui reste placée pendant n années, vaudra 
a [1+ r) à la fin de la première année, a (i + r)' à la fin de la 
seconde année,. . . a(i + /*)" au bout de n années. La somme bj 
qui ne reste placée que pendant /z — i années, vaudra, après 
cette époque, i(i + r)''~'. La somme c, qui ne reste pla- 
cée que pendant /i — 2 années, vaudra, après cette époque, 
tf(i4-r)"~*; ainsi de suite, jusqua la dernière / qui, n*étant 
placée que pendant un an , deviendra seulement /(i + r). 
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On aura donc 

S=:a(H.r)- + *(H-r)"-'+c(i + r)— •.. + /(! +r). 
Dans le cas particulier où a = 6 z=: c. . . = /, il vient 

S=fl[(i +r)-+(i 4.r)-^ + (, 4.r)-\ . . + (1 +r)], 

où le second facteur est la somme des termes d*une progression 
par quotient composée de n termes, dont le premier et la rai- 
son sont (i +r). On a donc (a36) 

g^ fl(,H-r)[(i4-r>'~i] , 

r 

Cette formule, contenant les quatre quantités S, a^ r, /i, fera 
connaître l'une d'entre elles au moyen des trois autres. 

Problème ii. On a emprunté une somme A, qvHon doit rent" 
bourser au moyen <Vun nombre n //'annuités, c^ est^a-dire y de 
sommes égales qu*on doit payer d^ année en année; connaissant 
le taux T de P intérêt y on demande la valeur ou la quotité de 
t annuité? 

Soit a la quotité de l'annuité. Pour résoudre la question , il 
faut d'abord chercher ce que le capital A et les annuités suc- 
cessives a valent au bout de n années, puis égaler la première 
valeur à la somme des autres. 

Or, au bout de n années le capital A vaudra A (i+r)"; à la 
même époque, la première annuité, qui se paye un an après le 
jour de l'emprunt, vaudra «(i -H r)""""; de même ta seconde 
annuité -vaudra a{i 4-r)"~'; ainsi de suite jusqu'à la dernière 
annuité qui sera seulement a. On aura donc 

A (1+ r)" = a (i 4- r)"^' + a(i + r)"-*. .. + a. 

Or le second membre est la somme des termes d'une progres- 
sion par quotient composée de n termes , dont la raison est 
(i 4- r). On aura donc 

A(i4-r)"= '•^ ^ ^? 

d'où 

Ar(i + rV 

(i + r)-— i 

Cette formule qui contient les quatre quantités A, a, r, n, 
fera connaître l'une d'entre elles au moyen des trois autres. 

M. ÂLOÂB&E. 17 
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Soit A= I, r=o,o5, n=z lo, la formule donne 

o,o5(i,o5)" 8i445 ^ 

(i,o5)'° — I 628894 ' ^ 

C'est ce qu il faut payer par an pour éteindre en 10 ans un< 
dette de i fr. 

255. Problbmb III. Un banquier, deifant une somme ^payabl 
dans n années y donne en payement un effet de valeur b 
payable dans p années. Combien doU'il donner ou recet^oir ei 
retour de son échange P 

En considérant la somme que doit le banquier comme un ca 
pital qui devient a au bout de n années , ce capital ne vaut, Ion 

de la transaction, crue 7 r-. Pareillement l'effet b ne vaut à la 

même époque que y r- . La différence z r 7 r- 

^ ^ ^ {i + ry (H-r)« (! + '-> 

marquera donc, selon qu'elle sera positive ou négative, ce que 

le banquier doit donner ou recevoir en retour; et si ce retour 

ne peut se payer qu'au bout de q années, il deviendra 



SECTION IV. 

THÉORIE DU PLUS GRAND COMIlUIf DIVISEUR (*). 



$1**^. Facteurs premiers des quantités algébriques. 

256. Nous avons défini en général (fin du n^ 5) les quantité^ 
entières et les quantités rationnelles. Les définitions établieJ 

(*) La théorie du plus grand commun diviseur, n'ayant d'appli- 
cation que dans la thçorie générale des équations, est ^^i nûeidt 
placée qu'après la division. 
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pour les nombres dans notre Arithmétique (n^ 36) sont égale» 
ment applicables aux quantités algébriques entières. Ainsi, Ion 
dit que toute quantité entière est première, lorsqu'elle nest 
divisible que par elle-incme et par Tunité. Telle est Texpres- 
sion a — ô*. Mais l'expression a' — A' n est pas première, parce 
que, étant divisée par a — b^ elle donne pour quotient a 4- A, 
De plus, deux quantités entières sont dites premières entre 
elles, lorsqu'il n existe aucune quantité entière, autre que Tu- 
nité, qui les divise exactement Tune et Tautre. Telles sont les 
eipressions a* — è*, a' H-è*. 

Nous avons démontré en Arithmétique (n°* 4^ ^^ 62) le prin- 
dpe sur lequel est basée la méthode du plus grand commun 
diviseur, savoir que tout nombre premier, qui divise le produit 
de deux Jacteurs y divise Vun de ces facteurs. En Algèbre, la 
méthode du plus grand commun diviseur est aussi fondée sur 
un théorème analogue, démontré pour la première fois par 
M. Lefebvre de Fourcj, dans son Traité sur le plus grand com- 
mun diviseur et la théorie de V élimination. C'est un perfection- 
nement dont la science est redevable à ce savant, qui a bien 
voulu nous remettre un exemplaire de cet opuscule très-re- 
marquable, auquel nous empruntons la démonstration sui- 
vante . 

257. Théorie i. Toute quantité première P, qui divise le 
produit de deux quantités entières y A cf B, doit diviser l'une 
d'entre elles. 

Supposons d'abord que les quantités A, B, P, ne contiennent 
pas plus d'une lettre , ce qui conduit aux quatre cas suivants. 

r*" CAS. Une seule des quantités A et B est fonctions de x,, 
Pautre est numérique, ainsi que P. 

Soit K=.ax^ + bx^ -\- etc., où les lettres a, i,. . . sont des 
nombres entiers, et les exposants «, P,* • • entiers positifs. En 
multipUant A par le nombre B, on a 

AB = Baa:" + Bia:^ -j- etc. 
Or le produit AB étant divisible par le nombre premier P, 
chacun des coefficients Ba, B^,. . . sera égalenient divisible par 
P. Donc si P ne divise pas B , il devra diviser tous les nombres 

17. 
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rt, i,..., et par conséquent le polynôme A. Donc P doit néces- 
sairement diviser Tune des deux quantités A, B. 

IP CAS. Les deux quantités A, et B sont fonctions de x^V 
est numérique. 

Supposons que P, qui divise le produit AB, ne divise ni A, 
ni B. Concevons le polynôme A décomposé en deux polynômes 
A', A", dont le premier A^ ait tous ses coefficients multiples de 
P, et dont le second A" n'ait que des coefficients non divisibles 
par P; on aura A=A'-|- A". Opérons de même sur le polynôme 
B , et soit B = B' 4- B" ; on aura 

AB= (A'+ A") (B'+ B") = A'B + A"B'4- A^B"+ A"B". 

Les trois premières parties de ce produit sont divisibles par 
P, puisque tous les coefficients de A^ et de B' sont des multiples 
de P. Donc P, qui par hypothèse divise AB, doit aussi diviser 
A"B", et par conséquent tous les coefficients de ce produit. 
Or, si l'on représente par aaf^y bx^ les termes de plus haut 
exposant en x dans A" et B", le terme abx^"^^ du plus haut ex- 
posant en .r, dans le produit A''B", ne pourra se réduire avec 
aucun autre. Mais ce même terme n'est pas divisible par P? 
qui, par hypothèse, ne divise ni a, ni b» Donc il est impos- 
sible que le nombre premier P, qui divise le produit AB , ne 
divise ni A« ni B. 

IIP CAS. La quantité P et Vune des quantités A, B, sont fonc- 
tions de X, Vautre est numérique. 

Soit A fonction de x^ et Q le quotient de AB par P, lequel 
est, par hypothèse, une quantité entière. On aura AB = PQ, 
ou , en nommant F, F', F", ... les facteurs premiers du nom- 
bre B, 

AFFF ...=PQ. 

Le premier membre de cette égalité étant divisible par F, le 
second doit l'être aussi. Donc, d'après les cas précédents, P ou Q 
sera divisible par le nombre premier F. Mais P, étant une 
quantité première qui contient x , ne peut être divisible par au- 
cun nombre. Ainsi Q doit être divisible par F, et en désignant 
le quotient par Q', on aura 

AF'F" =PQ'. 
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On prouvera de même que Q' doit être divisible par F\ et 
en continuant ainsi jusqu a ce qu'on ait épuisé tous les fac- 
teurs premiers de B, on parviendra à une égalité telle que 
A = PQi, où Qx doit encore être une quantité entière; d*où 
il résulte que A est divisible par P. 
IV* CAS. Les trois quantités A, B , P, sont /onctions de x. 
Supposons que P ne divise pas A, et quaprès avoir ordonné 
les deux polynômes selon les puissances décroissantes dej;^ le 
degré de P ne surpasse pas celui de A. Effectuons la division de 
A par P jusqu'à ce qu'on obtienne un reste de degré moindre 
que P. Le quotient, toujours entier par rapport à x^ pourra 
d'ailleurs contenir des coefficients fractionnaires. Imaginons 
qu'on ait réduit au même dénominateur M tous les termes du 

quotient et du reste, qu'on peut alors représenter par ^ ^t =rr , 

Q et A' étant deux quantités entières ; de sorte qu'on aura 

A==P§ + ^, oubien MA = PQ4.A'. 

Or A' ne peut être nul; car alors le polynôme premier P divi- 
serait le produit MA, et par conséquent le polynôme A (3* cas), 
ce qui est contre lliypothèse. 

Multipliant les deux membres de la dernière égalité par B et 
les divisant ensuite par P, on a 

d'où il suit que P, qui divise AB , doit aussi diviser A'B. 

Supposons la quantité A' algébrique , et divisons P par A'^ 

jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste de degré moindre que A'; 

en nommant M' le nombre par lequel il faudra multiplier P 

pour obtenir ce reste sans fractions, Q' le quotient, A" le 

reste, on aura 

M'P=A'Q'4-A". 

A" ne peut être nul; car alors chaque acteur premier algé- 
brique de A' diviserait M'P, et par conséquent P (3* cas), ce 
qui est impossible. 

Multipliant les deux membres de l'égalité ci-dessus par B, et 
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les divisant ensuite par P, il vient 

d'où il suit que P, qui divise A'B , doit aussi diviser A"B. 

Soit encore A" une quantité algébrique^ en divisant P par A" 
et opérant comme ci-dessus , on obtiendra une nouvelle égalité 
analogue aux précédentes^ 

M"P=A"Q"-|-A", d'où M"B=:^Q" + ^; 

P P 

ainsi P, qui divise A"B, doit aussi diviser A'"B. 

Continuant à opérer de même , on obtiendra des restes suc- 
cessifs A', A", A'" . . • . , de degrés décroissants. Comme aucun 
reste algébrique ne peut diviser exactement P, et qu'on ne peut 
avoir un reste nul immédiatement après un reste fonction 
de a:, on est certain d'arriver à un reste numérique A^; or 
on a prouvé que P doit diviser tous les produits successifs 
A'B, A"B, A"^B. • ., il divisera donc aussi A,B et par consé- 
quent B (3® cas). 

258. Remarque I. Si P était d'un degré plus élevé que A, on 
aurait à diviser P par A, et non A par P^ mais la démonstration 
resterait identiquement la même. 

Remarque II. Si Ton suppose que les quantités A, B, P, 
peuvent contenir deux lettres x et j, on aura les quatre cas 
suivants à considérer : 

1^ Un seul des facteurs A et B contient la lettre x, et T? ne 
la contient pas, 

i° Les deux facteurs AetB contiennent la lettre x, et V ne 
la contient pas. 

3° Un seul des facteurs A et B contient la lettre x, etP la 
contient aussi. 

4° Les deux facteurs A et B contiennent ^ ainsi que P, la 
lettre x. 

Ces quatre nouveaux cas se démontrent exactement comme 
les quatre premiers; seulement les quantités qu'on y supposait 
numériques peuvent être ici des quantités algébrique» en^. 

Si tes quantité* A, B, P peuvent contenir trois lettres , on dé- 
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montrera le théorème au moyen des cas précédents où ils ne 
peuvent contenir que deux lettres, de même qu*on démontre 
ceux-ci à Tàide des premiers cas où ces quantités ne peuvent 
contenir qu'une lettre; et ainsi de suite, quel que soit le nombre 
des lettres. Le théorème doit donc être regardé comme démon- 
tré dans toute sa géhéralité. 

^Sp. Théorème ii. Une quantité littérale ne peut se décom^ 
poser que d'une seule manière en facteurs premiers ; ou , ce qui 
revient au même y deux produits de facteurs premiers ne peui^ent 
être égaux que lorsqu'ils sont composés de facteurs égaux cha- 
cun a chacun. 

Soient ABCD. . ., abcd, . . deut produits égaux de facteurs 
premiers. Si le facteur a du premier produit est différent de 
tous les facteurs A^ B, C,. . • du second, il ne pourra diviser 
aucun d'eux. Or, d'après le théorème précédent, a ne divisant 
ni A, ni B, ne divisera pas leur produit AB; ne divisant ni AB, 
ni G, il iië divisera pas leur produit ABC , tii par suite le pro- 
duit ABCD. .., ce qui est abstirde, puisque ABCD. .z=abcd. . . 
Donc le fafcteiir a ddit être égal â l'un des facteurs A, B,G, D, . . . 
Soit ar=A; diirisant par a les deux produits donnés , on aura 
BCD. . .■=zbcd. . ., et en raisonnant conltrie ëi-dessus, on prou- 
vera que le facteur B doit être égal à Tun des facteurs, B, G, D,. • . 
ainsi de siiitè. Donc les produits égaux abcd. . ., ABGD. . . sont 
composés des mêmes fh^teurâ premiers. 

260. Remarque 1. Si Ton remplace les lettres par des facteurs 
premiers numériques , on obtient le théorème suivant : 

Un nombre ne peut se décomposer que d^une seule manière 
en facteurs premiers, 

261. Remarque II. Il suit aussi de là que la racine d'un 
degré quelconque d'une quantité entière ne peut être fraction^ 
naire (^iS6), 

S 2. Plus grand commun diifiseur des quantités algébriques, 

262. Le plus grand commun diviseur de plusieurs quantités 
algébriques entières est le produit de tous leurs facteurs premiers 
communs y soit numériques ^ soit littéraux, . 
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Lorsque les quantités dont on demande le plus grand com- 
mun diviseur sont des monômes , il faut chercher le plus grand 
commun diviseur des coefficients numériques d'après la règle 
donnée en Arithmétique (n"* 4^), et placer à la suite de ce 
nombre les lettres communes aux monômes proposés, en don- 
nant à chacune le plus petit exposant dont elle y est afFectée. 
On trouve ainsi que le plus grand commun diviseur des mo- 
nômes 48a^icy% i6a'bc'd\ 24a'b'(^d\ est \'xa?lfàd\ 

^63. Voyons maintenant comment il faut opérer pour trouver 
le plus grand commun diviseur de deux polynômes entiers M 
et M. On cherchera d abord , comme on vient de l'indiquer, le 
plus grand commun diviseur m de tous les termes de M , le 
plus grand commun diviseur n de tous les termes de N , puis 
celui de /?} et de/t, qui est évidemment le produit de tous les 
facteurs monômes communs aux polynômes M et N. Divisant 
alors M par m et N par n , on aura deux quotients entiers A 
et B qui ne renfermeront plus que les facteurs polynômes de 
M et de N ; et lorsqu'on aura déterminé le plus grand commun 
diviseur des polynômes quotients A et B , il est clair qu'en le 
multipliant par celui des monômes m et /t, on aura le plus 
grand commun diviseur des polynômes proposés. 
Soit 9 par exemple, 

M = 6ab''ar'— 1 8a'i V4- i %a^b^a?— 1 8a*i V4- 6a^**^ , 
N = 24as^ — 84a';r' + 68a^«' — 1 2a>x. 
Le plus grand commun diviseur des termes de M est &ab^x^ 
celui des termes de N est \%ax^ enfin celui des monômes &aVx 
et x'kax est ^ax. Divisant M par 6aPx^ et N par i%ax^ on trouve 
les quotients 

A = a:* — 3ar' + 2a*j:* — Za?x 4- a*, 
B = 2^ — jûjc* + ^a*x — a^, 
et si l'on représente par D le plus grand commun diviseur des 
polynômes A et B, celui des polynômes M et N sera 6àDx. 

264» La recherche du plus grand commun diviseur de deux 
polynômes entiers M et N est ainsi ramenée à celle de deux po- 
lynômes entiers A et B qui n'ont plus de facteurs monômes. 

D'abord il n'y a lieu à chercher le plus grand commun di- 
viseur de deux polynômes que lorsqu'ils ont des lettres corn-* 
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mones. Supposons donc que les polynômes A et B aient été 
ordonnés par rapport à une lettre Xy et que le degré de B ne 
surpasse pas celui de A. U est évident que si A était exacte- 
ment divisible par B, le polynôme B serait le plus grand com- 
mun diviseur; ce qui mène à diviser A par B. 

Concevons qu on effectue la division de A par B , en ayant 
soin de ne mettre au quotient que des termes entiers. Soit Q le 
quotient arrêté à un point quelconque de l'opération et R le 
reste correspondant, on aura 

A=BQ-hR, doù A — BQ=R. 

• 

On voit par là que le plus grand commun diviseur D de A et 
de B est le même que celui de B et de R. En effet, D, divisant 
A et BQ , divise A — BQ et par conséquent R. Or, si Ton re- 
présente par A', B', R' les quotients de A, B, R par D, en 
divisant par D les deux membres de l'égalité ci-dessus, on aura 
A = B'Q + R', résultat dans lequel B' et R' sont premiers entre 
eux ; car^ s'ils avaient un facteur commun , celui-ci devrait di- 
viser B'Q + R' et par conséquent A'. Donc D^ qui est le plus 
grand commun diviseur de A et de B, ne contiendrait pas 
tous leurs facteurs communs , ce qui est contre la définition. 
B' et B.', qui sont les quotients de B et de R par D, étant pre- 
miers entre eux , il s'ensuit que le plus grand commun diviseur 
de B et de R est D , et qu'il est ainsi le même que celui des 
polynômes A et B. 

Donc pour trouver le plus grand commun diviseur des poly- 
nômes A et B, il suffit de chercher celui des polynômes B et R, 
plus simples que les premiers. 

Mais ce qui précède, étant vrai en quelque point de l'opé- 
ration qu'on arrête la division de A par B, aura encore lieu si 
on la pousse autant que possible , c'est-à-dire jusqu'à ce qu'on 
obtienne un reste R de degré inférieur à B. Dans ce dernier 
cas , si l'on raisonne sur les polynômes B et R, comme sur les 
polynômes A et B, on divisera B par R, en ayant soin de ne 
mettre au quotient que des termes entiers, et Ion continuera 
de même à diviser chaque reste par le suivant, ce qui conduira 
chaque fois à un reste d'un degré moindre que le diviseur, 
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puisque les poljnômes ont été ordonnés suivant les puissances 
décroissantes d'une même lettre, de sorte qu'on doit arriver 
à un reste nul ou indépendant de cette lettre x. Quand ce 
reste sera nul, le reste précédent sera le plus grand commun 
diviseur des polynômes A et B ; mais si ce reste n'est pas nul, 
les poljnômes ne pourront avoir de plus grand commun di- 
viseur fonction de x. 

On voit que ce procédé revient à la règle générale que nous 
avons donnée en Arithmétique (n° 4^), 

Le raisonnement précédent suppose le quotient Q entier. 
Or, le plus souvent le premier terme du polynôme A ne sera 
pas exactement divisible par le premier terme du polynôme B, 
comme il arrive dans l'exemple ci-dessus, où Ton doit diviser 
x^ par 2^'; mais on lève aisément cette difficulté en remar- 
quant qu'on n'altère pas le plus grand commun diviseur des 
deux polynômes A et B en multipliant ou en divisant l'un d'eux 
par toute quantité entière n'ayant aucun facteur premier avec 
lautre. Car dans les deux cas , les facteurs premiers communs 
aux deux polynômes , et par conséquent leur plus grand com- 
mun diviseur, restent exactement les mêmes. 

On rendra donc la division possible en multipliant le divi- 
dende A par le coefficient de la plus haute puissance de x dans 
B, ou plus simplement par les facteurs premiers de ce multi- 
plicateur étrangers à celui de la plus haute puissance de x dans 
A, après toutefois s'être assuré que la quantité par laquelle on 
niultiplie A n'est point un facteur de B. Opérant de même 
chaque fois que dans le cours de la division de A par B le 
coefficient du premier terme d'un dividende partiel ne sera pas 
exactement divisible par le coefficient du premier terme du 
diviseur, on arrivera sans fraction à un reste R d'un degré 
moindre que B; alors on divisera B par R, en supprimant 
d'abord tous les facteurs communs aux termes de R, s'il s'en 
trouve; ce qui n'altère en rien le plus grand commun diviseur; 
et ainsi de suite. 

265. Lorsque les polynômes A et B ne contiennent qu'une 
seule lettre x^ l'application de ces règles n'offre aucune diffi- 
culté, parue que dans le cours de l'opération on n'a jamais que 
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des facteurs numériques à introduire dans les dividendes ou 
i à supprimer dans les restes successifs , et qu'on reconnaît im* 

médiatement si les facteurs introduits dans les dividendes ne 

I 

1 sont pas facteurs du diviseur. Si Topération conduit à un reste 
I nul , le reste précédent est le plus grand commun diiriseur de 
A et de B. Si le dernier reste n est pas nul, les polynômes A 
etB n ont aucun commun diviseur, du moins autre que Tunité. 
Car tout diviseur commun à ces deux polynômes, devant di- 
viser le dernier reste, ne pourrait être qu'un nombre. Or, par 
Ijpothèse, A et B ne contiennent plus de facteurs numé- 
riques. 

Soient proposés les deux polynômes 

3a:* H- 3:r^ — I air» + 3x + 3 , 
120^ — 6x* — 24^4- i8. 

Le premier pouvant se diviser par 3 et le deuxième par 6^ si 
foD effectue ces divisions , on trouve pour quotients 

B=:ajr^ — a:*— 4^ + 3; 

et le plus grand commun diviseur des polynômes A et B, mul- 
tiplié par 3, qui est le plus grand commun diviseur des facteurs 
numériques 3 et 6, sera le plus grand commun diviseur des 
polynômes proposés. 

Le premier terme x^ du dividende A n'étant pas divisible 
par le premier terme 20^ du diviseur B, on rend la division 
possible en multipliant A par a , ce qui donne 

!àx^ -4- a;»* — 8j?* •+■ 2:r + 2. 
On place le terme a: au quotient , et Ton a pour reste 

ffiil faut aussi multiplier par 2 , afin de pouvoir continuer la 
division, ce qui donne &r' — 8jp* 2ar + 4- On trouve pour 
quotient 3 et pour reste — 5x* 4- ioj? — 5, qui contient x k 
HD degré moindre que le diviseur. Supprimant le fiatcteur — 5 
commun à tous les termes de ce reste, onax'— ^ar+i, par 
lequel il faut diviser le premier diviseur B. Le prenaoer teste 
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de cette nouvelle division est 3^' — 6^ + 3 qui divisé pai 
x"^ — ^x+i donne 3 pour quotient et o pour reste. 

On trouve donc x' — ax + i pour le plus grand commun 
diviseur de A et de B , et 3 (x*— aa: + i) pour celui des poly« 
nômes proposés. 

L'opération se dispose ainsi qu'il suit : 

Première division. 



x*4- 07* — itr*+ 07+1 
207*+ aar* — '&F*+ ao7+a 
•ao:*+ 07*+4o7* — Zx 

Za^ — 4^ — ^ — ^ 

6a^ — 80:*— i ao7+4 

— 607^+307*+ 1 aj7 — 9 

507*+ 1007—^5 

07* — nx — a 



ao;*— 0:*— 4^+3 



Deuxième division. 



207^ — x^ — 4^+3 

•207*+ 07*— 207 

307* 607+3 

307*+607 3 



07* 207+1 



207+3 



266. Sachant trouver, par ce qui précède, le plus grand com- 
mun diviseur de deux quantités ne contenant qu'une seule 
lettre, on obtient avec la même facilité celui de plusieurs 
quantités ne contenant aussi qu'une seule lettre. Prenons, par 
exemple, trois quantités A, B, G. Soit D le plus grand commun 
diviseur de A et de B, ou le produit de tous leurs facteurs 
premiers communs, et D' le plus grand commun diviseur de 
D et de G, ou le produit de tous leurs facteurs communs; il est 
évident que D' sera le produit de tous les facteurs premiers 
communs aux trois quantités A,B, G, et par conséquent leur 
plus grand commun diviseur. II en est de même pour un plus 
grand nombre de quantités. 
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267. Cherchons maintenant le plus grand commun diyiseur 
de deux polynômes M et N contenant deux lettres x et/. 

Prenons d abord (a63) le plus grand commun diviseur m des 
termes de M^ et le plus grand commun diviseurn des termes 
de N. Soit A le quotient de M par m, et B celui de N par /i, on 
aura M=mA ,N = /iB. Si Ton ordonne A et B selon les puis- 
sances décroissantes d'une même lettre, x par exemple, tout 
diviseur indépendant de x devra , pour chacun des polynômes 
A et B , diviser séparément les coefficients de toutes les puis- 
sances de X dans ce polynôme : et comme ces coefficients, qui 
peuvent être des polynômes , ne contiendront que la seule 
lettre j, il sera facile de déterminer pour A et pour B les plus 
grands communs diviseurs a et 6, indépendants de x. Soit 
A' le quotient de A par a et B' celui de B par h , on aura 
A=aA', B = iB', et par suite M = mahl^ N = nàSl ; de sorte 
que chacun des polynômes proposés sera décomposé dans les 
trois facteurs suivants , le produit des facteurs monômes , le 
produit des facteurs polynômes indépendants de â?, et lepro« 
duit des facteurs polynômes dépendants de x. D'où il résulte 
que le plus grand commun diviseur des polynômes proposés 
sera égal au produit des trois plus grands communs diviseurs 
suivants, celui de /ti et de /i, celui de a et de &, et celui de A' et 
de B'; car ce produit contiendra tous les facteurs premiers 
communs à M et à N, soit monômes, soit indépendants de or, 
soit dépendants de x. 

On sait déjà trouver les deux premiers plus grands communs 
diviseurs. Quant à celui des polynômes A' et B', qui contiennent 
X et j, mais sont débarrassés de tous les facteurs monômes et 
polynômes indépendants de x^ on le détermine en suivant 
exactement la marche indiquée (265) pour deux polynômes ne 
contenant qu'une seule lettre. 

La seule différence est qu'on n'aura plus seulement des fac- 
teurs numériques à introduire dans les dividendes ou à sup- 
primer dans les restes successifs, mais bien des facteurs algé- 
briques qui pourront être des polynômes en /, ce qui, par suite 
de l'état de A' et de B', ne peut altérer leur plus grand commun 
diviseur. 



On sçra donc certain d'arriver, au moyen de divisions suc 
cessives, à un reste nul ou indépendant de or, ce qui donnera 
selon le cas , le dernier diviseur ou l'unité pour plus gran^ 
com^up divise^r des polynômes A' et B'. , 

2168. Yoici le calcul pour les deux polynômes A et B obtenui 
plus haqt (a63) après la suppression des facteurs monômes, ^ 
qui contiennent deux lettres a; et a. ^ 1 

Première division. 

I 






a:+ a 



(u? — a'o:*- 



5a':r-f-2éï* 
^aa? — 2a' JT* — i oc^x-^-^a^ 
— 'xax^+'jà^a^'— 5a'jr+ a* 

^à^a^ — I Sa^x-f- 5a* 
a^ — 3aa:+ a' 

Deuxième division. 



%3i? — 70^;*+ 5a*jc — a^ 
'2x^+6ax* — 2a*x 

— ax^+ia^x — a' 
H- ax* — 3a*x+a^ 



x^ — Zax-\'C^ 



IX — a 



Le plus grand commun diviseur est ^r* — S/wr + a* pour les 
polynômes A et B, et &aa? — i8a*.r* H-6a'a: pour les polynômes 
M et N (263). 

Cet exemple^ très-simple, rentre à peu près dans le cas des 
polynômes ne renfermant quune seule lettre, mais il n*en est 
pas de même des suivants. 

269. Soit 

M=(7— i)j:r3 4-(^+j_2)x*4-(27»— 7— 1)^+7* — jr, 
Le plus grand commun diviseur des coefficients des diverses 
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puissances de M est / — i , et celui des coefficients de N esi 
de même y — i, qui est par conséquent le plus grand com« 
muD diviseur de M et de N indépendant de a?. 
Divisant M et N par / — i ^ on trouve 

A = ^^ + (7-ha)^+(a74-i)x+/, 

Pour diviser A par B, il faut multiplier A par j + i, coeflR- 
cient du premier terme de B, ce qu'on peut faire sans altérer le 
plus grand commun diviseur de A et de B, puisque 7*+ i, ne 
divisant pas le dernier terme ^ de B, n'est pas facteur de B; 
et comme il faudra multiplier encore le reste par / + i, il vaut 
mieux multiplier d*abord A par (j+i)* ou /* + 2j-4- i. 
On obtient ainsi le reste j';r 4- j^, ou bien a; 4- j en supprimant 
le facteur commun ^'. Divisant ensuite B par jr-+-/, on 
trouve zéro pour reste , d'où il résulte que a: -4- / est le plus 
grand commun diviseur des polynômes A et B, et que par 
suite (a:-^y) (/— i) ou (j — i)x+jr^ — j est celui des po- 
Ipômes proposés. 

Le calcul se dispose ainsi qu'il suit : 

Première division. 



- ■ - 

jax+/3 
*+7 

Deuxième division. 



(/+i >+»/+« 



Cr+i)x>+Cr»+7+0'+/ 



(7+0'+« 



270. lie plus grand commun diviseur de plusieurs poly- 
nômes qui ne contiennent que deux lettres, s'obtiendra de la 
même manière qu'au n"" a66. 

On vient de voir que la marche indiquée pour trouver le 
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plus grand commun diviseur de plusieurs polynômes ne con- 
tenant qu'une lettre, conduit à déterminer celui de plusieurs 
polynômes contenant deux lettres. De même on s'élèvera de 
ce dernier cas à celui de plusieurs polynômes contenant trois 
lettres, et par suite un plus grand nombre de lettres. On pourra 
donc toujours obtenir le plus grand commun diviseur de 
plusieurs polynômes contenant un nombre quelconque de 
lettres. 

271. Remarque I. Lorsque l'un des polynômes, A, par 
exemple, contient une lettre a qui ne se trouve pas dans 
l'autre B^ le plus grand commun diviseur est nécessairement 
indépendant de cette lettre. Par conséquent, le plus grand 
commun diviseur cherché devra diviser tous les coefficients du 
polynôme Â ordonné par rapport à la lettre a. Lorsqu'on aura 
trouvé le plus grand commun diviseur de ces coefficients, s*ii 
divise exactement B, il sera le plus grand commun diviseur des 
polynômes proposés. 

27a. Remarque II. Le cas le plus embarrassant, dans la re- 
cherche du plus grand commun diviseur de deux polynômes, 
est celui où la plus haute puissance de la lettre principale , 
dans l'un quelconque des dividendes , a pour coefficient un 
polynôme qui se trouve facteur de tous les autres termes du 
dividende. Si l'on ne découvre pas ce facteur, et que l'on con- 
tinue les divisions , les calculs se compliquent de plus en plus , 
et rendent la recherche très-pénible. Lors donc que cette 
circonstance se présente, il est fort essentiel d'examiner si le 
coefficient polynôme en question est oui ou non premier avec 
les autres termes du dividende , et s'il est en même temps pre- 
mier avec le diviseur. Dans ce dernier cas, s'il divise tous les 
autres coefficients du dividende, ou s'il a quelques facteurs 
communs avec eux , on supprime le coefficient ou ses facteurs 
communs, ce qui, d'après ce qu'on a vu plus haut, n'altère 
pas le plus grand commun diviseur. 

En général, il est très^utile de s'accoutumera décomposer un 
polynôme en ses facteurs premiers , et à reconnaître , sans re- 
courir à la division y si les facteurs divisent oui ou non un 
polynôme donné. 
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273. On peut s'exercer sur les exemples suivants : 

I» A=a;*— 3^— (5/»— r— ^y+ iar'a:+ 4^(j»_j._a), 
B=x'— 3(j4-i)^— (T*— iqr— a)a:+37(7"— ^— a). 

On trouve Dzrrx* — 3x — (j^'— / — a). 

2- A =(y^+^)ar'— 3(/+/»)x*— (5/+ 4/— 3/— aj») a:* 

B=(/— .r):c*—3 (/♦+/— /•—j)ar* 
-(/— 10^—3/^+ io7'+27)ar»+3(/—/—.V+/+a^) x\ 

On trouve D =/ar* (7 + i) (or' — ix — /* +/ + a). 

3^ A = (j* 4- ^' — 2/z) j:* -f- ( j*z +7V — 2y;3);r, 
B = (27* — 2^") jc* — (5j* — 5j*^) X* + 3/ — 3/2*. 

On trouve D = ( j — ^) (* — /)• 

274* Nous terminerons par le théorème suivant, qui est 
analogue à celui du n"" 182^ et nous sera très-utile dans la 
composition des équations (281). 

Théorème. Tout facteur binôme , tel que x — a , qui divise le 
produit AB de deux polynômes entiers et rationnels par rapport 
a X , divise nécessairement l'un de ces polynômes* 

D abord un polynôme, contenant une lettre principale x^ est 
dit entier et rationnel {om simplement entier) par rapport à or, 
lorsque x n*entre pas en dénominateur ni sous des signes radi- 
caux, ses exposants étant d'ailleurs entiers positifs, et ses 
coefficients pouvant être fractionnaires ou irrationnels. De tels 
polynômes sont divisibles Tun par Tautre, lorsque leur quo- 
tient est complet et d'ailleurs entier par rapport à x. 

Cela posé, supposons que le polynôme A ne soit pas divisible 

par :r — rt , la division donnera un quotient Q entier par rapport 

à :r et un reste R indépendant de x^ de sorte qu on aura Tégalité 

k=L{x — a)Q + R. Multipliant les deux membres par B, et les 

!.. . .1 • -A-B _-^^ BR ^^ 

divisant ensuite par x — a, 11 vient — : — = pUH- • Ur, 

^ ^ X — a X — a 

AB 
par hypotbèse, est entier par rapport à x\ donc il doit 

M. Algèbre, 18 
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BR 

en être de même de , et comme R est indépendant de z, 

B doit être divisible par * — a. 

Remarque I. Tout binôme x — a, y/// divise le produit ABCD... 
de plusieurs polynômes entiers par rapport à x, divise nécessai- 
rement un de ces polynômes, La démonstration est identique 
avec celle qu'on a donnée pour les nombres (i83). 

Remarque I(. Un polynôme entier par rapport àxne peut se 
décomposer que d*une seule manière en facteurs du premier 
degré en x. 

En effet, soit un polynôme X formé du produit de m facteurs 
simples x-^a^ x-^b^ x — <?,... x — /, de $orte qu'on ait 

X=;(jr — a) (;r — *)(^ — e). . ,(0: — /), 

et soit encore , s*il est possible , 

Ti — {rc — a'){x — V){x—c')...{x—V), 

çl^ b\ c',, • ,/' étant différents de a,.d, Cj. . .1; on aura légalité 

(x — a) Çx—'b) {x — c). . .(a? — /) 

=(a; — û') (^ — *') (oy-^c'). . .(a? — Oî 

mais jr — a', qui divise le second membre, devra diviser le pre- 
mier et par conséquent se confondre avec l'un des facteurs qui 
Ifi composent, x^-*a par exemple; divisant les deux membres 
par ^ •*-- a , il restera 

{x— b)[x — c). , ,{x — t) = (x — b')(x — c'), . .(x — l). 

On prouvera de même que x — i' doit égaler Tun des fac- 
teurs du premier membre, x — b par exemple; et ainsi de 
suite. Donc les facteurs des deux produits sont égaux chacun 
à chacun. 

Cette remarque est analogue à celle qui forme le n® i84 j et la 
démonstration est la même. 

La présence d'un facteur M indépendant de x^ tel qu'on lé 
voit dansX = M(.r — a) (or — b). . ,(x — /), ne modifie en rien 
la démonstration. Si quelques-uns des fiicteurs simples de 3s 
étaient égaux, on prouverait toujours de la même manière que 
]e second produit doit être composé des mêmes facteojrs affi^ctés 
des mêmes exposants. 
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CHAPITRE VIL 

THÉOIOB QtateAUi PB8 ÉQVATlOlIt A UIIB Wfg A PLUSIBUB» INOOMinnU. 



SECTION PREMIÈRE. 

COSPOSmON d'uni équation D*DN degré QDELOONQVE a uni IffOONNUI. 



s i*'. Préliminaires. ^ Théorème fondamental établissant que 

toute équation a une racine. 



Préliminaires. . 

275, Tpute équation numérique du degré m^ à une ifule 
inconnue jt, peut toujours être ramenée à la forme 

oT -+- P^~' + QjtT-^ . . .+Ta; + U = 0, 

les coefficients P, Q,..,T, U, d'ailleurs positifs ou négatifs, 
représentant des quantités numériques quelconques, et m 
étant un nombre entier positif. 

Les équations algébriques du degré m , à une seule inconnue, 
sont celles qu'on peut réduire à la forme ci-dessus, les coeffi- 
cients P, Q, ... T, U, représentant des quantités connues quel- 
conques, et m un nombre entier positif. 

D'abord, quelle que soit l'équation donnée, on peut trans- 
poser dans le premier membre tous les termes du second , en 
changeant leurs signes , ce qui rend le premier membre égal à 
zéro. On peut aussi l'ordonner selon les puissances décrois- 
santes de l'inconnue, et, en outre, diviser I équation parle coef- 
.ficientde la plus haute puissance de l'inconnue, s'il est autre 
({ue l'unité , ce qui n'altère pas l'équation. 

18. 
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Cela posé, on Vif pelle premier terme de l'équation celui qui 
contient la plus haute puissance de Tinconnue, second terme 
celui qui contient la puis»sance moindre d'une unité; ainsi de 
suite, et enfin dernier terme celui qui ne contient pas l'inconnue. 
Il suit de là qu'une équation complète du degré m doit renfer- 
mer m + I termes, et que s'il manque, par exemple, le terme 
de la puissance m — i ou m — 2 , elle sera sans second ou sans 
troisième terme; alors l'équation est dite incomplète, et l'on 
suppose égal à zéro le coefficient du second ou du troisième 
terme. Si l'équation contenait l'inconnue avec des exposants 
négatifs ou fractionnaires , on les ferait disparaître comme nous 
l'indiquerons plus loin (3oi, 802). 

276. On appelle racine d'une équation toute quantité réelle 
ou imaginaire , qui , substituée à la place de l'inconnue , rend 
le premier membre égal au second ou égal à zéro , si l'équation 
est ramenée à la forme indiquée ci-dessus, comme nous le sup- 
poserons toujours à l'avenir. On peut encore, pour abréger, 
'représenter par X le polynôme formant le premier membre; 

alors au lieu de l'équation donnée, on écrit Xz=o. 

Résoudre une équation ^ c'est déterminer toutes ses racines; 
et la résolution générale des équations consisterait à obtenir, 
pour l'équation générale de chaque degré , les expressions des 
racines en fonction des coefficients. On peut trouver ces exprès* 
sions pour les équations des deuxième, troisième et quatrième 
degrés; mais on n'a pu jusqu'à présent aller au delà. En outre, 
nous verrons plus loin que, même pour les équations du troi- 
sième et du quatrième degré, ces expressions ou formules sont 
insuffisantes dans certains cas, appelés cas irréductibles. Les 
analystes ne s'occupent donc plus maintenant qu'à perfectionner 
les procédés qui permettent de déterminer les racines des équa- 
tions numériques y c'est-à-dise dont les coefficients sont des 
nombres donnés. 

277. Nous allons d'abord exposer les théorèmes sur lesquels 
ces procédés sont fondés , et commencer par prouver, ce qui 
n'est pas évident à priori ^ que toute équation d'un degré quel- 
conque a toujours au moins une racine. 

Gomme la démonstration suivante peut offrir encore quel- 
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ques difficultés à une première lecture de ces éléments, quoi- 
que bien plus simple que celles de MM. Legendre et Gauchy, 
rapportées par les auteurs , nous engageons ceux qui veulent 
admettre le théorème comme évident, à passer immédiatement 
au n® atSi. C'est pourquoi nous l'avons mis en article séparé. 

Théorème fondamental établissant que toute équation algébrique 

a une racine, 

278. Voici d'abord deux lemmes dont nous aurons besoin. 
Lemme I. Si dans le polynôme a coefficients réels 

Aa?«-|- Bj: P + Ca?^ . . . , 

(&Z7I5 lequel les exposants a, p, Y* • • • ^ont des nombres entiers 
positifs qui Dont en décroissant , on donne h x des valeurs nu* 
mériques sujfisamment grandes y positives ou négatives ^ le po^ 
lynôme prendra des valeurs de même signe que celles du premier 
terme y et pourra même devenir aussi grand qu'on le voudra. 

Car soit n-i-i le nombre des termes. Il est clair que le poly- 
nôme sera de même signe que le premier terme Ajc% si ce terme 
est plus grand que la somme des n autres, ce qui se réduit à dé- 
terminer a; de manière que la n' partie du premier terme soit 

plus grande que l'un quelconque des n autres. D'abord 

n 

sera plus grand que le second terme Bx^y si Ion choisit a: de 

Ajt* 
telle sorte qu'il satisfasse à Finégalité > Bor^, 

dou a:*-P> —, et x> y — • 

Opérant de même sur les termes restants, on obtiendra pour 

chacun d'eux une valeur de x qui rendra plus grand que 

ce terme; et l'on aura en tout n valeurs de ^, dont la plus 
grande X satisfera évidemment à la condition énoncée. En 
outre, toutes les valeurs de x plus grandes que X satisferont 
également à la même condition. 
Si maintenant on donne k Xj k partir de X, des valeurs in- 
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détiniinent croissantes, la valeur du polynôme ira elle-même 
en augmentant jusqu a Tinfini. 

En effet 9 représentons par X le polynôme, qu'on peut écrire 

Si Ion représente par P la somme des termes positifs du se- 
cond facteur, extiepté :f% et par N celle des termes négatifs, on 
aura 

Or si, à partir de .r=:::X, qui rend déjà X positif, on fait 

. N . 
croître x indéfiniment , il est clair que le quotient — ira tou- 

jours eft décroissaht, tandis que jc* et P augmenteront itidéfi- 
liiment. Par conséquent, X ira lui-même en croissant jusqu a 
l'infini. 

Remarque, Dans cette proposition, ainsi que dans la suivante, 
les signes des termes du polynôme peuvent être quelconques; 
en outre, si le polynôme est le premier membre d'une équation 
dont le second est zéro, on peut toujours supposer soti premier 
terme positif. 

279. Lemme II. Si dans le polynôme à coefficients réels et 
iTun nombre fini de termes y A^* + 607^ + Gr^ . . . . , dans lequel 
les exposùnts « , p , Y, • • • sont des nombres entiers positifs qiu 
vont en croissant^ on donne a x des valeurs numériques suffi* 
samment petites y positives ou négatives y le polynôme prendra des 
valeurs de même signe que celles du premier terme ^ et pourra 
même devenir aussi petit qu^on le voudra. 

Car soit n + i le nombre des termes. Il est clair que le po- 
lynôme sera de même signe que le premier terme Aa?*, si ce 
terme est plus grand que la somme des n autres, ce qui se 
réduit à déterminer x de manière que l'un quelconque des n 
autres soit plus petit que la n" partie du premier» D'abord le 

Second terme Bar? sera plus petit que , si l'on choisit x de 

telle sorte qu'il satisfasse à l'inégalité 
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BxP< , doù J:fr-«<-=r, et a:<v -ït- 

« «B ^ nB 

Opérant dé inétne sur leâ termes restants , on obtiendra pour 
chacun d eux une valeur de jc qui rendra ce terme plus petit 

que ; et Von aura en tout n Valeurs de a; dont la plus pe- 
tite satisfera évidemment k la condition énoncée. En outre, 
toutes les valeurs dé x plus petites que celles-ci satisferont 
également à la même condition. 

Si maintenant on veut rendre le polynôme plus petit qu'une 
quantité donnée k^ comme on a des valeurs de x qui rendent le 
premier terme plus grand que la somme des autres, il suffira de 
choisir^ parmi ces valeurs, celles qui rendront le double du pre* 
mier terme plus petit que ^| c'est-à-dire aAo;" <^, doù 

T 



ar<v/: 



a8o. Théorème fondamental. Une équation de degré quel^ 
conque à coefficients réels ou imaginaires y a toujours au moins 

me racine de la forme a + b l/^— i . 
Soit rëquation 

AoT + B^-' -h Cor-*. . . + G4? + H=o^ 

dont les coefficients A^ B, G,. • . peuvent être réels ou imagi- 
naires ^ ut étant un nombre entier positif; il faut démontrer 
que cette équation a toujours au moins une racine de la forme 

a-f dV"""^— ^9 laquelle comprend toutes les quantités réelles 
ou imaginaires qui sont du ressort de l'Algèbre (191). 

Considérons d'abord le premier membre, qui est un poly- 
nôme ordonné selon les puissances décroissantes d*une lettre 
x, cette lettre pouvant , ainsi que les coefficients A, B, G. . ., 
être réelle ou imaginaire. Si nous représentons ce polynôme 
par/(;r), nous aurons (ipS) 

/(a:)=A^ + Biir-' + Gx^-\ . .+G^H-H=P4-Ql/'^, 

et si nous remplaçons dansy*(^) les expressions x^ A, B, C.. .par 
leurs conjuguées x\ A', B', G'. • • , le résultat sera (K99) le poly- 
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nome conjugué du premier; de sorte qu'en le représentant par 
F (j?'), on aura 

et le produit de ces polynômes conjugués sera 

/(x).F(x') = P- + Q*, 

quantité non-'seulement réelle, comme on sait, mais encore 
essentiellement positive, quel que soit j;, à moins quon nait 
à la fois P = o , Q = o , auquel cas cette quantité est nulle , ce 
que nous faisons observer ici une fois pour toutes. 

Voyons maintenant ce que va devenir ce produit si l'on fait 

a?=ii +v\y^—i^ u et V étant réels. Cette valeur de a: peut 
se mettre sous la forme 







et si l'on pose, pour abréger, le module lXtt*+2? = p, puis 

u V 

, y , T=Pi etr"7======^, les valeurs de x et de sa 

conjuguée x* prendront la forme 

^ = p(^+yV/IIir), a?' = p(/; — yj/^); 

de plus , on aura la relation 

{p-\'q\/::^){p—q\/~i)=p^ + q^z=zi. 

Substituant ces valeurs de x et de x dans le produit ci- 
dessus y(a:).F(a;'), il devient 

/(4 . F(:r')=r [ Ap«(/?H-y l/I^)«+ Bp"-» (/?4-5r l/^^ 

X [A'p'"Qp— 5'l/^^)'"+B'p'«-'(/?---9V/II7)'--'4-..] 

quantité réelle et positive , quel que soit le module p, ou tout 
au plus nulle comme on vient de le dire. 

Il suit de là que les coefficients des diverses puissances de p 
dans ce produit doivent être tous réels, puisqu'ils ne peuvent se 
réduire tant que p est indéterminé. On peut au reste le vérifier 
directement par le calcul, qui donne, pour les coefficients des 
diverses puissances de p, soit des produits réels, soit des sommes 
dont les parties sont réelles ou conjuguées deux à deux. 
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En effet , si Ton développe le produit, on aura, en se bornant 
aux trois premiers termes , 

/(ar),F(ir')=AAy- + [AB'(/^4-?ï/~)'"(/?— yï/")*-' 
+ A'B(/? 4- y ï/ZT)"-' {p —q\/ZriY]^^^'^ 

+MC{p—q\/~Y{p + y»/ir7)*-»]p»— •> + etc. 

Or^ le premier terme est réel et positif, puisqu'il en est 
ainsi de p'" , quel que soit p , et de son coefficient AÂ' produit 
de deux expressions conjuguées (194)* Le coefficient de p*^~^ 
est aussi réel (194)) comme étant la somme de deux produits 
formés de facteurs conjugués chacun à chacun, et par consé- 
quent conjugués. Le coefficient de p**""* est encore réel; car 
il est composé de la somme de trois parties, dont la première 
et la troisième sont conjuguées , comme étant les produits de 
quatre facteurs conjugués chacun à chacun, et dont la seconde 
e&t un produit réel formé de quatre facteurs conjugués deux 
à deux; en continuajit, on verrait qu'il en est toujours de 
même. Donc^ tous les coefficients sont des quantités réelles, 
et d'ailleurs nécessairement finies , puisque , par suite de la re- 
lation p'+^'= lyp e\q sont des quantités finies et moindres 
que Funité. . . 

Mais si Ton fait varier les quantités k et i;^ ou seulement 
Tune d'elles, de manière à rendre le module p de plus en plus 
grand, le polynôme finira par prendre le signe de son premier 
terme (278), et p>ar conséquent deviendra positif, puisque le 
premier terme AA'p*^* Test essentiellement. 

Si maintenant on compare toutes les valeurs finies que prend 
le polynôme, lorsqu'on fait varier les quantités u et v^ ou seu- 
lement Tune d'elles, entre des limites suffisamment étendues, 
mais finies, on trouvera nécessairement une valeur du poly- 
nôme qui sera plus petite que toutes les autres ; et si l'on repré- 
sente par a et i ce couple de valeurs de « et de -i; , il en résul- 
tera que les valeurs correspondantes de x et de x\ 

jouiront de la propriété de rendre le produit/(j7).F(ar') un 
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minimum. Il reste à faire voir que cette valeur minimum du 
produit est zéro. 

Pour cela, posons, en général, ^ = a-f. i l/^ — i ^z^ z étant 
une indéterminée pouvant être réelle ou imaginaire. Là substi- 
mtion dansy(j:) donnera un polynôme, qui, étant ordonné 
suivant les puissances croissantes de z\ sera de la forme 

dans lequel M est ce que devienty*(a;) pour ^=sO) c'esi-à-dite, 
quand on y fait ;r =s: it +6|/^-^i ; ainsi 

Il pourra se faire que quelques-uns des coefficients M, N,. . . 
soient nuls, mais ils ne le seront pas tous, puisque le coefficient 
A de la plus haute puissance de z ne pourra se réduire avec 
aucun autre, et que d'ailleurs il n*est pas nul. Supposons donc 
que N est le coefficient de la plus feible puissance de z qui ne 
devienne pas nul. 

Désignons par i un nombre qu*on peut prendre aussi petit 
que Tou veut, et par h une indéterminée réelle ou imaginaire, 
en posant z = /A, le polynôme /(a;) deviendra 

f{x) = M 4- N««A« + O/^AP + . . . 

et en appelant A', M', N', O', . . . les conjuguées de A , M , N , 1 
on aura (199) 

F (a;')= M'+ Nï«A'« + O'i^A'^ H- . . . 

alors le produit /(jt). F (j:') deviendra 

f{x).Y[x') =MM'4- (MN'A'« + M'NA»>«+ (des termes en / 

d'un degré >«), lequel produit ne doit pas pouvoir devenir 

ilëgatif. 

Mais, par hypothèse, les valeurs de a et de & sont telles que 

le produit f{a + b\/'^).Y{a — h\/^^\ c'est-à-dire MM', 
est la valeur minimum du premier membre. Donc la somme 
des termes en / du second membre devra être essentiellement 
positive, puisque si elle pouvait devenir négative, MM' ne se- 
rait plus la valeur minimum du produit. Par conséquent, le 
coefficient MN'A'* + M'NA* du premier terme de cette somme 
ne doit pas pouvoir devenir négatif ^ quelque valeur qu on 
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donne d'ailleurs à A et par suite à sa conjuguée h\ Car si | pour 
certaines valeurs de h et de h\ ce coefficient pouvait devenir 
négatif, en donnant alors à i des valeurs positives de plus en 
plus petites, le premier terme (MN'A'*-f-M'NA*)/* finirait par 
surpasser la somme de tous les autres , puisque les exposants 
de i vont en croissant, et pat suite la somme des termes en i 
serait négative (279). 

Pour discuter les valeurs de ce coefficient, soit k (*) la plus 
haute puissance de a contenue dans l'exposant a, et n un nom- 

bre impair, a pourra s'écrire a* . n. t^osant h = \/ r+sV --ij t 

et 5 étant des indéterminées réelles, on aura A^ =r+ jp^— 1, 

puis A*zz= A^^'^zzz (r + il/ — i)"; la conjuguée donnera de 
même 

A'« = A'**'»=(r— ^l/n)-. 

Le coefficient de i" devient alors 

MN'(r — 5»/=:7)-+ M'N(r + *V^=Ï)% 

expression qui ne peut pas devenir négative* 



Or, si l'on fait en second lieu At=|/— r — s\/~x^ il vient, 
à cause de l'exposant impair n , 

— MN'(r— s\/—iy — M'N(r + sv'~()\ 

Les deux expressions ci-dessus étant égales et de signes con- 
traires , et d'ailleurs aucune d'elles ne pouvant devenir néga- 
tive, il faut nécessairement que chacune soit nulle séparément. 

On a donc 

MN'Cr — i W^ZT)» + M'N(r + j |/rT)*= o, 

quelles que soient les valeurs finies particulières qu'on donne 
à r et à s. 
On peut poser r=o , 5= i , ce qui donne 

— MN'(1/:=Ï)" + M'NCi/Zrî)" = o ; 
supprimant le facteur commun (|/ — 1)% il vient 

-.MN'4-M'N = o, 

(*) L'exposant a est ici supposé pair ; dans le cas où il est impair, 
k est nul I «t alors il faut poser A ss r + f\/ZIit 
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On peut poser aussi r=i , j = o, ce qui donne 

MN'+M'N = o. 

Ces deux équations devant exister en même temps, il en 
résulte 

MN'=o, etM'N = o. 

Mais, par hypothèse, le coefficient N et par suite son conjugué 
N' ne sont pas nuls. Donc il faut que Ton ait M = o, et M'=o, 
<;*est-à-dire 

/(a + èl/~î)=o, et F(a — * 1/117) = Q. 

Il suit de là que l'équation proposée f{x) = o est satisfaite 

parla substitution delà valeur a:=a + b 1/ — i ^ aetb étant 
des quantités finies , ce qui démontre le théorème énoncé. 

On voit, en outre, que 1 équation F (x) = o, conjuguée de la 
proposée y(j:)=o, est également satisfaite par la substitution 

de x=z a — il/ — I, valeur conjuguée de celle de x. 

Remarque, Si les coefficients A, B, G . . . , de la proposée sont 
réels, les deux équations y*(j:)o= , F(^') =o se confondent en 
une seule et même équation. D'où il résulte que toute équation 

à coefficients réels, qui a une racine de la forme a + i V^^—'h 
dans laquelle b n*est pas nul, en a nécessairement une autre 

a — b\/^ — I conjuguée de la première. De sorte que les ra- 
cines imaginaires d'une équation vont toujours par couples. 

Si Ton avait iz=o, les deux racines a+b\/^ — i , a — b\/^--i 
se confondraient en une seule et même racine a. Mais il ne fau* 
drait pas en conclure que la proposée a, par cela même, deux 
racines égales à la valeur a. 

S 2. Théorème sur la composition des équations. 

281. Théorème I. Si a. est une racine d'une équation , le pre» 
mier membre de V équation est exactement divisible par le bi' 
nome x — a. 

i" Démonstration, Représentons par X le premier membre 
de l'équation ramenée à la forme ordinaire (275), et divisons 
X para: — a. Le diviseur ne contenant pc qu'au premier degré, 
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OD pourra pousser lopération jusqu a ce qu'on parvienne à un 
reste indépendant de x. Soit Q, le quotient, RJe reste, on aura 
légalité 

X = (j: — a)Q, + R,. 

Or, si l'on y fait j: zz= a , le produit {x — «) Q , devient nul ; 
car or — a se. réduit à zéro, et Q, ne peut devenir infini, puis- 
qu'il ne contient pas x en dénominateur. Comme, en outre, 
Ri est indépendant de x^ il ne change pas de valeur. Donc, 
quel que soit a, le reste R, de la division de X par x — a 
égale ce que devient Xpar la substitution de a: == a , c est-à- 
dire que Toii a 

R,=/ï- + Pa— '4- 

Par conséquent si a est racine de lequation X = o , on a 
R,=o ; d'où il résulte que X est exactement divisible par ^ — a. 

Réciproquement, si le binôme x — a divise exactement X, la 
quantité a est racine de 1 équation X=o. Car on a X=(j:— û)Q„ 
où Q, est entier par rapport à or; et le second membre devenant 
zéro pour 4r = « , on doit avoir de même X=o. 

2* Démonstration (due à Lagrange). — Si a est racine de 
IVquation 

(,) ar + Var"^ + Qar-'\..+T:x + li=o^ 
la substitution de x au lieu de a doit réduire le premier mem- 
bre à zéro ; on aura donc 

ar + Prt"- + Qa"^» . . . +Ta 4- U= o. 

Or, si l'on prend dans cette équation la valeur de U, et qu'on 
la reporte dans la première , en réunissant les termes de même 
puissance en ^ et en a, on aura 

{ar — a'")-+-P(:c^'—a'"-0+Q(^'"*— «"•"*)• • .+T(j:— a)=o 
mais chacun des binômes of* — a"*, o:^"' — a"*"',... est (87) 
exactement divisible par x — a; donc le premier membre de 
lequation (i) lest également. 

^^Démonstration. — Le premier membre de l'équation (i) 
peut toujours , quelle que soit la quantité a , se mettre sous la 
forme 

[a:«_û-) + P(^-'_a— ') + Q(a:— * — a— ')... + T(a:— rt) 
4-a'" + Pa"'~'-hQa'"-*.k. + U, 
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dont la première ligne est divisible par x — a, et dont Tautre, 
indépendante de x^ est le reste de la division de X par x — a, 
ou ce que devient X pour j: = a. 

Si donc a est racine <]e l'équation X = o , le polynôme X 
est divisible par x — a. 

Cette démonstration a beaucoup d'analogie avec la précé- 
dente, 

28a, Remarque I, Pour obtenir U quotient total de Xdiyisé 
par 4: — «I il suffit de diviser les binômes af — a"*, af^^ — a"*"', 
etc., par x — a, et d ajouter les quotients partiels après avoir 
multiplié le second par P, le troisièirie par Q, etc. , ce qui donne 



X — a 






yçm-t _^ a» 


j:"-^..+ a— 


+Pa 


-HPa— 


+Q 


+ Qa— 1 



Ce résultat offre la loi suivante : 

Le coefficient du premier terme est F unité, ou plutôt est le 
même que celui du premier terme du polynôme proposé X, et 
en général le coefficient d^un terme quelconque , à partir du 
deuxième y se forme du coefficient du terme qui précède immé- 
diatement en multipliant celui-ci par a y et en ajoutant aupro- 
duit le coefficient du terme qui occupe le même rang dans le 
polynôme X. 

283. Remarque II. D après ce qui précède , pour recon- 
naître ai le polynôme o?^ 4- a:c' + 8a: + 35 e«t divisible par 
X'^h^ on fait ^ss-^^-S dans le polynôme; et comme on 
trouve zéro pour résultat, on en conolut que la division peut 
se faira e^aetement. 

On reconnaît aussi , par le même procédé , si une quantité 
donnée est racine d'une équation ; par exemple , si Ton égale 
à ^éro le polyngine précédent 1 on aura J équation 

x^ 4- 2.ir' + 8^+35 = 0, 
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qui est satisfaite par j:=— 5 ; donc — 5 est une racine de cette 

équation. 

284. Thborèmb II. Toute équation du degré m a toujours m 
racines y et ne peut en apoir davantage. 

Soit réquation X=zo; comme elle a toujours (380) au moins 
une racine, représentons-la par a. Le polynôme X sera (981) 
divisible parx — a, et la division donnera pour quotiept un 
polynôme du degré m — i , ayant j:*"' pour premier tçrme j 
ainsi i on aura 

X = (x — a) (jf "'■ + etc.). 

Or, si Von égale à zéro le polynôme af^^ + etc.| on obtiendra 
une équation qui aura de même une racine & j le polynôme 
j^'+etc, sera donc divisible par x — &, et le quotient sera 
un polynôme tel que x"~* + etc. du degré m — % ; OD aura donc 

xT-' + etc. — (jF-^b) (jT- + etc.), 

et par conséquent 

X = (« — a)(x — è) {sif*"* + etc.). 

En raisonnant sur le polynôme j?^"*+ etc., comme on Ta 
fait sur af^^ + etc., et en continuant de même à isoler un fac- 
teur du premier degré à chaque opération, comme le degré des 
quotients successifs diminue progressivement d'une unité, on 
finira par obtenir un quotient du premier degré, qui sera de la 
fornie x — /. Le polynôme X se trouvera donc décomposé eni» 
facteurs binômes du premier degré, de sorte qu'on aura 

X = (:f — a){x — b){x — c). . .(x — l). 

Il est clair que le polynôme X sera réduit à zéro , si l'on met 
à la place de a: l'une quelconque des m valeurs a, &, ^,. • , /, 
d'où il résulte que l'équation X = o a jw racines. 

En outre, cette équation ne peut pas avoir plus de m racines. 
Car s'il en existait une nouvelle «, le facteur binôme a: — a 
devrait diviser le premier membre X, ce qui est inadmissible, le 
polynôme X ne pouvant se décomposer que d'une seule ma- 
nière en facteurs du premier degré (274, rem. II). 

285. Remarque I. On peut encore démontrer que l'équation 
X = o n^a pas plus de m racines, en observant que si elle avait 
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4ine nouvelle racine a différente des m premières a^bj c^. . . l^ 
la substitution de a au lieu de a: rendrait X égal à zéro , ce qui 
est impossible ; car aucun des facteurs simples du produit 

(:f» — a)[x — b) (x — c). . .(x — /) = X 

ne devient nul par cette substitution. Or un produit de facteurs 
quelconques ne peut être nul à moins qu un des facteurs ne soit 
nul (197). 

286. Remarque IL II peut arriver que quelques-unes des 
racines a, ^, c,... soient égales. Par exemple, si le polynôme 
X renferme trois facteurs égaux, à a: — «, l'équation X = o a 
trois racines égales à la quantité a, et quoique alors il nait 
plus m racines différentes, on dit toujours que le degré m de 
l'équation indique le nombre des racines, celles-ci pouvant ne 
pas être toutes différentes entre elles. 

287. Remarque III. Si l'on multiplie deux à deux, trois à 
trois, etc., les facteurs du premier degré d'un polynôme X, les 
produits obtenus seront évidemment des diviseurs de X. Or il 
résulte du théorème précédent que le polynôme X ne peut ad- 
mettre d'autres diviseurs que ceux qui proviennent de ces com- 
binaisons. Donc, pour un polynôme du degré w, le nombre des 

diviseurs du second deffré sera — ^^ L celui des diviseurs 

1.2 

j ^ . ., j , m(m — i)(m — i) / » 1 1 • 

du troisième degré sera — ^^ ^-^ ^,et, en gênerai, celui 

des diviseurs d'un degré n<m sera égal au nombre de combi- 
naisons qu'on peut former avec m quantités prises n k n, 

288. Théorème III. Dans toute équation ramenée a la forme 
ordinaire (275), le coefficient du second terme ^ pris auec un 
signe contraire y est égal à la somme des racines; le coefficient 
du troisième terme est égal à la somme des produits des racines 
prises deux a deux; le coefficient du quatrième terme ^ pris avec 
un signe contraire ^ est égal a la somme des produits des racines 
prises trois a trois ; ainsi de suite , en changeant le signe des 
coefficients des termes de rang pair. Enfin le dernier terme, 
pris avec son signe ou ai^ec un signe contraire^ suivant que le 
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degré de V équation est pair ou impair y est égal au produit de 
toutes les racines. 

Car on sait (169) que dans le produit de m facteurs x + a^ 
X'\-h^x+ Cj etc. , le coefficient du second terme est la somme 
des quantités fl, i, c, etc.; que le coefficient du troisième terme 
est la somme de leurs produits deux à deux, etc.; et que le der- 
nier terme est le produit de toutes ces quantités. Or le premier 
membre de Téquation générale a^ + P;r""* + QaT'^ + . . .= o 
est composé des m facteurs simples x — a^ x—^h^x — c, ... 
dont les seconds termes sont les racines de Téquation. Il suffit 
donc de changer le signe des racines pour qu'on applique ici 
les mêmes règles ; alors tous les produits où elles entrent en 
nombre impair changeront de signe, et ceux où elles entrent 
en nombre pair n'en changeront pas ; ce qui démontre le 
théorème. 

289. Remarque I. D'après cela il est facile de former une 
équation dont les racines sont données. 

Il suit encore de là que : 

i^ Une équation privée de second terme ne saurait avoir 
toutes ses racines réelles et de même signe. Dans le cas où 
toutes les racines seraient réelles , la somme des racines posi- 
tives serait égale à celle des racines négatives. 

2° Toute équation qui manque de dernier terme a une racine 
égale à zéro ; et, en général, toute équation privée des n derniers 
termes a n racines égales à zéro. Car elle sera de forme 

et tous ses termes auront a^ pour diviseur. Elle sera donc sa- 
tisfaite par a:" =z o , équation qui a n racines égales à zéro. 

290. Remarque II. On pourrait penser qu'il serait avanta- 
geux, pour déterminer les racines, de substituer à l'équation 
proposée le système des m équations que le théorème ci-dessus 
donne entre les racines et les coefficients. Mais chacune des 
lettres a, b^ c. . . représentant indifféremment telle racine 
qu'on voudra, si l'on trouve par un procédé quelconque une 
équation ne renfermant plus que l'une d elles, a par exemple, 
il faut nécessairement que cette équation donne indifférem- 
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ment toutes les racines. Elle doit donc être tout à fait sem- 
blable à réquation proposée. 

Prenons po)ir exemple Té^uation du troisièuie flegré 

x^ + P^* +Qjc+ R=o. 

Soient a^ bj des trois racines; on aura, pour les détermi- 
ner, les trois relations 

P=:;: — q — Jr— p,Q = «i+ai + ic, R=: — abc. 

Le procédé le plus «impie pour éliminer betç enire ces 
équations , est de les ajouter 9près avoir piiiltiplié la première 
par a*j et la deuxième par a, ce qui donne, après les réduc- 
tions , a' -f- Va* + Qa + R = o , 

équation exactement semblable à la proposée. 

Ce qui précède montre d'ailleurs que tout autre procédé d'éli- 
mination conduirait au même résultat , ou à des équations pa- 
reilles en b ou en c, et offrant ainsi, pour être résolues, les 
mêmes difficultés que lequation proposée. 

api. Théorème IV. Toute équation à coefficients réels ^ qid 
a une racine imaginaire a + b V^^m, admet aussi pour racine 
V expression conjuguée a — b \/^^. 

Cette proposition , déjà déduite du théorème fondamental 
(a8o, rem.) , peut s'établir directement comme il suit. 

Si dans le premier membre de Téquation on remplace succes- 
sivement X par fl-f-il^— I et par sa conjuguée a — ij/ZT^, on 
aura (199) les résultats conjugués P+ Qv/ZIT, P — Qj/HI. Or 
a + by^ étant racine de Téquation , on a P4-Qv/irï=o, 
ou P = q et Q=o; donc on a aussj P — Qi/Zrï==p, et par 
conséquent a — b i/HT est égalemeut une racine de l'équation. 

293. Remarque. Il suit de )à que les racines imaginaires 
4'une équation à coefif^pients réel$ 9ont toujours ^n nombre 
pair et dopppnt des couples dp la formie a±b l/IIî. Chacun 
d eux fournit (d^ux facteurs du premier 4^gré 

X — a — iv/HÏ, X — a-f-^l/ZIT, 

dont le produit est jf — tiax + {a* + b^) , c'est-à-dire un fac- 
teur réel du deuxième degré en x» De là résulte ce théorème 
général: 
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Thêoùme V. Toute équation algébrique à coefficients réels 
est toujours composée (V autant de facteurs réels du premier de- 
gré qu*elle a de racines réelles y et d^ autant de facteurs réels du 
second degré qu'elle a de couples de racines imaginaires. 



SECTION II. 

TBANSFORMATION DES ÉQUAHONS. POLYNÔMES DÉRITÉS. iUCRlES iCiLRS. 



S 1*^. Transjormation des équations. 

293. Sans connaître les racines d'une équation, on peut 
toujofirs la transformer en une autre dont les racines aient 
une relation connue zvec celles de la première. Souvent il est 
plus facile de résoudre l'équation transformée ; et quand on 
connaît ses racines, on en déduit, par la relation établie, celles 
de l'équation proposée. Tel est, en général, l'objet de la trans- 
formation des équations. 

Nous allons exposer les transformations le plus en usage, en 
considérant l'équation générale 

(A) xT -i- VoT-^ + Qar-\ . .+ Ta: 4- 1] = o, 

qui , décomposée en ses facteurs simples , est de la forme 

(B) {jx — a) {x — b) {x — c). . • •= o , 

en djBsign^nt les racines par Uj b^ c^, . . , 

1294* T^AiïSFOAMATioif I. Changer fine équation en une autre 
qui ait l^s n^mes racine^ prises avec des signes cQnfraires, 

Pfepons l'équation (B), et nomjppns^ l'îi^coi^nue de )a trans- 
formée ', celle-ci sera évidemment 

(/+«) Cr+*) (/+^)- • • -=0? 

ou bien, en changeant tous les signes, 

(_j_a)(— 7— i)(— 7 — c)....=r:o; 

19- 
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d*oii il résulte qu'on changera le signe des racines d'une équa- 
tion en faisant xz=z — /^ ce qui revient à changer le signe de 
Finconnue, c'est-à-dire celui des coefficients de ses puissances 
impaires. D'après cela, si le degré m est pair^ on changera le 
signe des termes de rang pair; et si 77? est impair, on changera 
le signe des termes de rang impair. Mais comme alors le pre- 
mier terme devient négatif, et que d'ailleurs on peut changer 
tous les signes sans altérer l'équation^ on voit que les termes 
de rang pair changeront de signe, et que ceux de rang impair 
reprendront le leur. Donc, dans tous les cas, en supposant 
complète l'équation donnée du degré /w, pour changer le signe 
des racines , il suffit de donner aux termes de rang pair un 
signe contraire à celui qu'ils ont déjà. 

Si , par exemple, l'équation est a:^ — 8^::* — 120: + 5 = o , la 
transformée qui aura les mêmes racines ^ mais prises avec des 
signes contraires, sera ûc^ + 8a^ — 12a: — 5 zz= o. 

apS. Remarque I. Une équation de la forme ordinaire, dont 
tous les termes sont de même signe, ne peut avoir de racine 
positive. Car en donnant à x une valeur positive , le premier 
membre devient une somme de quantités positives, qui ne 
peut être égale à zéro. Par conséquent aussi, une équation 
complète à termes alternativement positifs et négatifs , n'admet 
pas de racine négative. Car la transformée, qu^on obtient en 
changeant le signe des termes de rang pair, ayant tous ses 
termes positifs , n'a pas de racine positive. 

Il suit de là que toute équation complète ou incomplète, dans 
laquelle les termes des puissances paires de x sont tous de même 
signe, et ceux des puissances impaires sont tous de signes con- 
traires aux premiers , ne peut aifoir aucune racine négatiç'e. 

Car si l'on change j? en — or, la transformée aura tous ses 
termes de même signe, qu'on pourra rendre positifs , s'ils ne le 
sont déjà. Elle n'aura donc aucune racine positive, et par suite 
la proposée n'aura pas de racine négative. 

296. Remarque II. Lorsqu'une équation ne contient que des 
puissances paires de l'inconnue, les racines sont égales deux à 
deux au signe près. Car la transformée , provenant de la substi- 
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tution de — y au lieu de a;, restant identique avec la proposée, 
si +a est racine, — a doit l'être également. 

Réciproquement, si les racines sont -Ha, — «, +A, — i,. . . 
le premier membre de 1 équation sera le produit des facteurs 
simples a: — a, x + a^x — i, j:-|-i..., et par conséquent 
le produit des facteurs du second degré a^ — û*, ar" — i* ... ; or 
ce dernier produit ne peut contenir que des puissances paires. 

297. Transformation II. Changer une équation en une autre 
dont les racines soient réciproques de celles de la proposée. 

On appelle quantités réciproques Tune de Tautre , celles dont 
le produit est i. La transformée de 1 équation B (apS) sera 
donc 

qu on peut mettre sous la forme 

en multipliant respectivement les facteurs par-, -, - ... Si 

X X X 

Ton change alors le signe de tous les facteurs, il vient l'équation 

or, celle-ci peut se déduire de la proposée en changeant x 
en-, 

X 

Si l'on effectue ce même changement dans la proposée prise 
sous la forme (A) 

ar^+ Par^-' + Q^c*"'- . .+ Tar+U = o, 

on a pour la transformée 

I P Q T ^, 

«««Al «yvjn ^* K #w«lll ^* % ^%^ 

En renversant Tordre des termes après avoir multiplié par 
af" et divisé par U , cette transformée devient 

T Q , P I 

x^ -i- ^ x^'' . . .+ ^ ^' + ^ X + ïj~^' 



1 
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398. Transformation III. Changer une équation en une autre 
dont les racines soient égales à celles de la proposée multipliées 
ou divisées par une quantité donnée h. 

I " La transformée de Téquation B (293) 6st éyidemment 

(X—ah) {jr — bh)[jr — ch).. .z=o; 

et la divisant par A*" ou chaque facteur par A, on a 

(f-'')(i-OG-')-=«> 

qui se conclut de Téquation (B) en changeant xen^^. En effet, 

la relation énoncée donne y=zhx^ d'où x-=r^. 
La transformée de la proposée (A) sera donc 

et en multipliant tous les termes par A% elle devient 

ym ^ p/y^-i + QAy*-* , . . + Thr-y + UA'^zzz o. 

II suit de là que les coefficients de la transformée peuvent 
se déduire immédiatement de ceux de la proposée ^ en multi- 
pliant ceux-ci respectivement par A°, A', A*. . ., A", de manière 
que le degré dé chaque terme , relativement à :r et A , soit 
égal à 772. 

2** Si la transformée doit avoir pour racines celles de la pro- 
posée divisées par A, on posera j"=. y, d'où x=hy. D'ailleurs 

ce cas rentre dans le premier en posant yz=,x(yy 

299. TRANSFORMÂTtON lY. Changer une équation qui a des 
dénominateurs en une autre qui n'en ait plus et dont le coeffi^ 
dent du premier terme soit toujours V unité. 

Soit encore Féquation 

(A) :r^4-P^""'+Q^P^*. ..4-T^ + U=:o, 

dont on a fait disparaître le coefficient du premier terme, s'il 
était autre que lunité. Réduisant les autres coefficients au plus 
petit dénominateur commun A, et représentant les nouveaux 
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numënteurs par /?, ^ ...,/, u ^ il vient 

quel que soit j:, et Ton aip=:Vhyq=: QA . . . , ii z=: l'A. 

Or, si Ton pose, comme dans la question précédente, r = Aary 

d'où jc=zj^ Téquation ci-dessus devient 

ou bieti 

jT PAj*-' QA/*-» TAjr UA 



A-"^ A- "^ A— « "A* "^ A ~^' 

multipliant par A"" on ttouve la même transformée que dans la 
question précédente, 

/» + PA/^' + QAy""' . . . +Th'^y + UA" = o. 

D*où il résulte qvLonJait disparaître les dénominateurs d^une 
équation y en la changeant en ntve autre qui at't pônr tacines 
celles de la proposée nialtipiiées pat* le plus petit commun dé 
nominateur des coefficients frdctibnnnires. 

Preobns pour exemple Téquation 

^ ?- H r -1- "F — 3 = o, 

5 i5 o 

Lé plus petit commun dénominateur étant a. 3. S, posons 

_ 7 



/•=:2.3.^,^, d'où a:= 



2 



37? 



La proposée deviendra 

7* 27* 4^* .5/ 



— 3 = 0, 



a<.3^5* 2'.3\5^ 2'.3\53 ^ a^3^5 
ou bien 

/— a.2.3/+4.2».3.5j'4-5*.3*.a*.7 — 3.i*.3*.5*=o, 
ou enfin 

7* — 1 aj^ -i- a4o^ + 225oo/ — aSgoooô = o. 



i 
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D'après la règle ci-dessus, on trouverait immédiatement la 
transformée en écrivant 

^ 5 ^ i5 ^ 6 ~ ' 

et faisant A = 2 . 3 . 5. 

3oo. Remarque. On peut souvent obtenir une transformée 
plus simple en prenant pour h une quantité plus petite que le 
plus petit dénominateur commun des coefficients fraction- 
naires ; car pour que la transformée n'ait plus de dénomina- 
teurs , il suffit que les divers facteurs premiers de h se trouvent 
dans les numérateurs des coefficients avec des exposants au 
moins égaux à ceux qu'ils ont dans les dénominateurs. Sans 
pouvoir préciser de règle pour cet objet, nous recommande- 
rons de décomposer toujours les dénominateurs en leurs fac- 
teurs premiers, en se bornant à indiquer les multiplications, 
pour mieux apercevoir quelle peut être la plus petite valeur 
de A. 

Soit, par exemple, l'équation 

6 36 72 
Le plus petit commun dénominateur étant 72 , il faudrait , 

d'après la règle , faire x= — , mais il suffit de poser a: =^ , ce 
qui donne la transformée 

/— 77*+ 117—75 = 0. 

3oi. Transformation Y. Changer une équation où P inconnue 
a des exposants entiers négatifs en une autre ou tous les expo- 
sants de Vinconnue soient positifs. 

Soit l'équation 

r étant le plus grand exposant affecté du signe — 5 si l'on re- 
présente le premier membre par X, et qu'on le multiplie 
par x^^ on aura 

Le second membre de cette équation ne devenant pas nul 
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pour a: = 09 il en résulte que toute valeur de x , qui le réduira 
à zéro, rendra le polynôme X également nul, et par suite satis- 
fera à lequation proposée. Réciproquement, toute racine de la 
proposée X^o sera aussi racine de la transformée. 

302. Transformatiou VI. Changer une équation ou Vin^ 
connue a des exposants fractionnaires positifs en une autre ou 
tous les exposants de V inconnue soient entiers positifs. 

Soit l'équation 

r s 

II est clair que si Ton remplace l'inconnue x par une nouvelle 
inconnue^ élevée à une puissance marquée par le produit des 
dénominateurs des exposants fractionnaires, la transformée 
n'aura que des exposants entiers. 
Prenons pour exemple Téquation 

3 1 

qui revient à 

I I 

2j:^+ 3a7* — 4 = 0* 

Si l'on fait a: =7''^, et qu'on substitue à x cette valeur, on 
trouve, après avoir ordonné , 

3/+27*— 4 = 0. 

Cette transformation suppose que les quantités soumises 
aux radicaux sont des monômes en â: , et deviendrait imprati- 
cable, si ces quantités étaient des polynômes en x. 

Si l'équation contenait des exposants fractionnaires négatifs, 
on les ferait disparaître de la même manière. 

303. Remarque 1. Au moyen des trois transformations pré- 
cédentes, toute équation à une inconnue, seulement soumise 
à la restriction qu'on vient d'énoncer, peut se changer, comme 
on l'a dit plus haut (275), en une autre dont tous les coeffi- 
cients soient des nombres entiers, celui du premier terme étant 
l'unité, et dont les exposants de l'inconnue soient entiers et 
positifs, de sorte que l'équation sera de la forme 

P^q^* • •ty II, étant des entiers et m un nombre entier positif. 



i 
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Prenons pour exemple Téquation 

-s ox-^ — 4^' + X ' 4-- = o; 

5 2 

multipliant par x^ pour rendre tous les exposants positifs, on a 

— 3 — 4^* +x^ H =:o; 

2 



puis faisant a: =^7^, il vient 

si maintenant l'on applique les règles données pour faire dispa- 
raître les dénominateurs sans donner au premier terme d autre 
coefficient que Tunité , on trouve 

^»_a\5\;39— 3.2^\5V— 2'^8^2*^-3.2'^5»=o, ou 

jsia — 64ooz9 — 1 536000000 z^ — 4^96oobobooz^-|~ii58s9iiboooooôdobod=o. 

3o4. Remarque II. Si une équation, ramenée à la forme précé- 
dente^ a des racines commensurailes y elles sont nécessairement 
entières. 

»- a 
Car soit, s'il est possible, ^ une racine de l'équation , a et i 

étant premiers entre eux. La substitution donnera 

a"" a'"-'* a*"—* a 

ihultipliant par IT"^ et transposant tous les tetmes , excepté le 
premier, dans le second membre, il vient 

^ = — (/?a'»-^ +5r*a'«-' +. . . + <i'"-»€i+ i**'"~0- 



a 



m 



Or, a et & étant premiers entre eux , -7- est nécessairement 

Une fraction irréductible, qui îie peut égaler le second membre, 
quantité entière. Donc l'équation proposée ne peut avoir de 
racihé Commensurable fractionnaire. 

3o5. TftÀNSPORÀtATiON Vil. Changer une équation en une 
autre dont les racines soient égales à celles de la proposée aug- 
mentées ou diminuées d^Ufie quantité donnée h. 

Prenons toujours l'équation donnée sous la forme (fi) (293). 
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La transformée, devant avoir pour racines a+h, b+h^ , . . /+A, 



sera 



ijr-a — h) {y—b — h){jr — c-h). . . (j_/_A)=o, 

qui se conclut de Téquation (B) en changeant x ehjr-^ h. En 
effet, la relation énoncée donne j == a: + A , d où x z=iy -^ h. 

De même, si les racines de la transformée devaient égaler 
celles de la proposée diminuées de A /on ferait 7=0: — A, d'où 
j=j + A. 

Mettant j + A au lieu de x dans la proposée sous la forme 
(A) (293) , on a pour la transformée 

:C) (j-hA)'"-hP(jr4-A)"-^+QCr+A)--\ . .+T(r-hA)+U=o. 

Développant les diverses puissances du binôme /+ A, il tient 

1.2 

+ (m— i)PA 

Q 



+ P 



(D) 



/*""' + ...+ A-* 

-+-QA*- » 



= o. 



TA 

U 



/ 



On peut vérifier que l'équation (G) satisfait à la condition 
énoncée. Car si l'on met « — A au lieu de j dans Téquation (G), 
on trouve exactement le même résultat que si Ion met a au 
lieu de x dans l'équation (A). Donc si a est racine de celle-ci ^ 
a— A est racine de l'équation (G). 

3o6. TRANSFORMATION Ylll. Chungtfr une équation en une 
autre qui manque d'un certain terme. 

Opérons comme dans le cas précédent , et substituons/ + A 
au lieu de x dans l'équation (A) , en regardant A comme une 
indéterminée dont on pourra disposer à volonté , on obtiendra 
l'équation (D). Si l'on veut faire évanouir le second terme de 
cette équation , il suffira de poser 

p 

/?îA4-P=o, d'où A= ; 
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or la relation x =/ + h devient alors 



D'où il résulte que, pour faire disparaître le second termi 
d'une équation j il faut remplacer V inconnue n par une nouvelh 
inconnue y augmentée du coefficient du second terme ^ pris at^ei 
un signe contraire, et divisé par le degré de Véquation. 

Les racines de la transformée sont évidemment égales à celles 

P , . 

de la proposée augmentées de — , c'est-à-dire 

P ^ P P 

a -^ , (}-{ , cH — ,... 

m m m 

Or (288) la somme des racines a+ b + c +, » . = — P; donc 
la somme des racines de la transformée sera 

, /»P -^ ^ ! 

a+b + c...-\ = — P-4-P = o. 

772 

Par conséquent la transformée n'a pas de second terme. 

Si Ton veut faire évanouir le troisième terme de la même 
équation (D), on posera 

m(m — i) , , . ._, _ I 

-^^ ^-h^ + {m — i)PA + Q==o. 

Cette équation donnant, en général, deux valeurs pour n, il 
y a donc deux substitutions différentes qui transforment la proi 
posée en une autre manquant de troisième terme. 

De même l'évanouissement du quatrième terme dépendra 
d'une équation du troisième degré; ainsi de suite. . 

Enfin, si l'on veut faire évanouir le dernier terme, il faudra^ 
résoudre une équation tout à fait semblable à la proposée. £n 
effet, lorsque l'équation (D) n'a pas de dernier terme, elle est 
satisfaite par j=:o, et a par conséquent une racine égale à 
zéro. Mais alors la relation j?=j4-A devient jr=A; donc 
h doit être une racine de la proposée, et ne peut ainsi être 
déterminé que par la résolution de cette équation. 

Soit , par exemple , l'équation x^ — 6jf — Sa? + 4 = o ? V^^ 
l'on veut changer en une autre manquant de second terme. 
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Posant a;^7H-^ ou/ +- a, et substituant, il vient 

(/+ay — 6(r+a)*— 5(7+a) + 4 = o, 
ou bien, en développant, _j^ + 6j-'+ia_y+ 81 

—67-*— 24/— a4| 

+ 4) 

ouen6n, toutes réductions faites, _^ — 17/ — aa^o. 

ioj. Remarque I. Si l'on a déjà ^it disparaître un terme 
d'une équation, ou s'il en manque un dans la proposée, on 
ne peut évidemment en faire évanouir un autre sans que le 
lerme manquant ne rentre dans la transformée. 

Car si l'on substitue^+A au lieu de x dans l'équation 

qui manque de second terme, il vient 

(/ + A)- + Q(j' +A)— -f-. . . = 

oubien y^ + mky*-'-i 1 -A' /'^•+...^oj 

+Q 

et la valeur de h qui fera disparaître le lerme enj''^' étant 
différente de zéro, le terme en /""' se reproduira dans la 
lansformée, 

3oS. Remarque II. Si l'on voulait faire disparaître à la fois 
le second et le troisième terme d'une équation , on aurait en 
même temps les deux relations 

mh + P~0, -m(m — i)A'-H(m — i)PA + Q = 0. 

Prenantla valeurde Adansia premièreetia substituant dans 
b seconde, on a pour équation de condition 
ro(m— i)P- (« — i)P' 



- +Q = o 



oa, en réduisant, Q- 



(-—■)'" ^n. 



Donc les coefEcienU P et Q doivent être tels qu'ils satis- 



J 
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fassent à cette relation. Par conséquent la question p est pos- 
sible que dans certains cas particuliers , et si Ton transporte 
dans réquation (A) la valeur de Q donnée par Véquation de 
condition , on ai^ra la forme générale des équations dont on 
peut faire évanouir à la fois le second et le troisième terme. 

309. Remarque générale. Les huit transformations précé- 
dentes se sont effectuées facilement, parce qu'il existait une 
relation très-simple entre l'inconnue x de la proposée et Tin- 
connue jr de la transforniée. Lorsque cette relation est plus 
compliquée, on procède toujours de la même manière. Ainsi, 
en général , les racines a\ b\ c\ . . . de la transformée devant 
être une certaine fonction F (a) des racines a, i, c,... . delà 
proposée, on a évidemment a = F(a), i'=i:F(J)..., . et par 
conséquent^=F(:ï;). Tirant de cette équation la valeur de x, 
si c'est possible , et la substituant dans la proposée , on aura la 
transformée en y, 

S 2. Poljr nomes dérwés. Théorie des racine^ égales. 



Polynômes dérivés, 

3 10. On vient de voir (3o6) qu'on peut toujours faire dis- 
paraître un terme d'une équation en y substituant/ H- A au lieu 
de ^, et disposant convenablement de h dans la transformée. 
Nous allons montrer que les coefficients de cette transformée 
peuveptse déplaire très-$iniplen^ent les uns des autres ^u fooyen 
d'une loi générale, ce qui nous conduira en même temps à con- 
sidérer les polynômes dérivés. 

Soit l'équation proposée 

:c«»-f- P^"-' + QjF^-». . .4- Ta: -f. U = o , 

qu'on écrit ordinairement, pour abréger, X = o ou F [x) =0. 

Remplaçons œ p^r A + j, au lieu (Jej -f- >ii alors la trans- 
formée, ordonnée suivant les puissances ascendantes de /, sera 
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+ PA"-' 



4- mh^^^ 

4-(/w-i)PA"— » 



4.QA— > +(/n-2)QA 



m-3 



+TA 



H-T 



(m— lYiw— 2)^- - 
4-^ iii^ /PA— » 






3o3 
o 



qu'on peut également déduire de 1 équation (D) du n** 3o5. en 
ordonnant celle-ci selon les puissances ascendantes de/. 
Posons, pour abréger. 

H=A'" + PA'"-' + QA'"-\ . .4-TAh-U, 

H'= /wA"*-' -4- (/» — I ) PA"— + (m— 2) QA'"-^ . . . -f • T, 

H"=wi (o^ — i) A'»-'+ (m — 1} (/w— 2) PA--' 

4-(m— 2)(»t — 3) QA"-*. . . 

La transformée deviendra 

H + H>+iHV...+r=o. 

Qr il est facile de voir que 

i^ Le premier terme H s'obtient en remplaçant z par h dans 
le premier membre X ou f (x) cfe fe proposée, 

2** L^ coefficient H' rfa y reforme du précédent JI , ^/^ mulii^ 
pliant chaque terme de celui-ci par V exposant de h dans ce terme 
et en diminuant cet exposant d'une unité* 

Comme U , dans le polynôme H, est équivalent à UA% on voit 
que le terme U ne doit plus se trouver dans H', parce qu'il est 
multiplié par zéro. 

H" 

3** Le coefficient — de y* se forme du précédent H', en multi^ 

pliant chaque terme de H' par V exposant de h dans ce terme y 
diminuant ensuite V exposant de h d'une unité , et dii^isant le 
produit par 2 , nombre des termes précédents. 
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Ainsi de suite; de sorte qu'en général 

Le coefficient H„ de la puissance n de j se forme du précé' 
dent Hn_, , en multipliant chacun des termes de Ha_, "par VeX' 
posant de h dans ce terme, diminuant ensuite l'exposant de h 
d'une unité, et diifisant le produit par n, nombre des termes qui 
précèdent. 

Les polynômes successifs H, H', H'^ . . , H^, se déduisant ainsi 
les uns des autres, ont été, pour cette raison, nommés poly- 
nômes dérivés on fonctions dérivées. Ainsi H' est le polynôme 
dérivé de H, H" est le polynôme dérivé de H', etc. On peut 
dire aussi que H' est le premier polynôme dérivé de H, H" le 
second polynôme dérivé de H, etc. 

Selon que Téquation proposée est représentée par X=o ou 
parF(j:) = o, les dérivées successives du premier membre s'in- 
diquent par X', X", X" . . . , ou F (or) , F' {x) , F" (^). . . Dans ce 
dernier cas le développement ci-dessus s'écrit 

F(a:4-:r)=F(x)+F'(a;ir+ - F"(x)r' + Af"(x>-' +... 

et l'on a de même 

F(x-7)=F(x)— F(a;)r + - F'(x)r' \ F»j' +. .. 

3i I. Proposons-nous pour exemple de transformer l'équation 
a:^+ i ix^ — 'jx^ + 3a: + 5 = o 
en une autre privée de second terme , en faisant usage des poly- 
nômes dérivés. On posera a:z=iy 7- ou ^= — 3+j, ce qui 

donnera une transformée de la forme 

or, d'après la règle précédente les coefficients seront 

X =(— 3)« + i2(— 3)'— 7(— 3)' +3(— 3) + 5=— 3ioi 

X' =4(_3)' + 36(— 3)' — i4(-.3) + 3=+a6i, 

— =6(_3)' + 36(— 3)— 7=— 61, 
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Donc on aura pour transformée 1 équation 
j*— 6i/* + 26i/ — 3io = o. 

3ia. D'après ce qui précède, il est facile de voir que si dans 
une équation X = o on substitue x + jrk la place de or, le 
coefficient de la première puissance de / sera la fonction dé- 
Ti?ée du premier membre X. 

On peut encore démontrer que la première fonction dérwée 
\' delL égale la somme des quotients qu*on obtient en divisant X 
far chacun de ses facteurs du premier degré. 

Car si l'on met le premier membre X sous la forme 

(x — a) (x^b) (x — c). , ,(a: — /), 
en substituant x+/ au lieu de .r, on aura le produit 

(jr-^x—a) {jr + x — 6)(7-4-^— <?). . .(/-t-^— /), 

qu'on peut regarder comme formé de m facteurs binômes dont 
le premier terme commun est /, et dont les seconds termes sont 

D'où il résulte que, dans le développement, le coefficient de 
la première puissance de y sera égal à la somme des produits de 
ces m seconds termes pris m — i à m — i. Or ces produits s'ob- 
tiennent en divisant successivement X par chacun des facteurs 
simples x — a, x — i,...^ — /. Par conséquent on a 

.^.f Jv JL A. £L. 

A. = K- r -f- — — . • • -f- 



Théorie des racines égales, 

3i3. Une des plus importantes applications des polynômes 
dérivés consiste dans la détermination des racines égales d'une 
équation donnée , ce qui forme un point essentiel de la théorie 
des équations. 

Soit X = o une équation qui a des racines égales , ou , ce 
qui revient au même , dont le premier membre renferme des 
facteurs élevés à des puissances (286). X sera de la forme 

lL=:{x — aY{x — by. . .(a? — g) {x — A). .; 

et comme son polynôme dérivé X' doit égaler la somme des 
M. ÀLciBai. 20 
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quotients de X successivement divisé par chacun des facteurs 
du premier degré {àl^)^^ il contiendra donc n fois le quotieni 
de X par x — a^p fois celui de X par j: — i , etc. , de sorte 
qu'on aura 









Or il est évtâept que X et X' sont divisibles par le produit 

' D= (;i?— a)"^' (a>-*)^'; • • 

uniquement composé des facteurs correspmidants aux racines 

^ales, chacuniétaqt élevé â| une puissnnce n^oindre d'une unité 

qu^ dai^^ X. _ . 

En outre, ce produit D est le plus grand commun diviseur de 

X et deJS-vCar)' s'il 110 Tétait pas, il^udcalt qtl'au moins Tun 

des faciaui^ ^cr^r ^ — ^y* • *^ — et «^""^f^-^ • ^* ^ pû^ diviser 
le quotienFde X' par D, lequel est égal à — - 

— Ui »(x-r-*)...(ar— gf)(ir — A]k... 
_, ^j;jhp{xr-u) . . . {x — g) \x — A^ . • - 

- * rf . ' 

j-H ^ .... «^'i ... ^ ..... . y^am^» . . ^ . j . . --. ."^ 

(- ^^-■^) (^— *) • • .^^— Al ; . . 3— 

^^ ,^(x-r;a) (x — b),.^^^ — g)''* ri 

Mais X — ^>yivise t^uties le» par.ties <îex;ette somme, excepté la, 
première ;r3c- — iles ditise toutes, eîcepté la seconde; ainsi desi 
autres. Donc la soàinie entière n*est divisible par aucun de cesl 
facteurs, et par conséquent le plus grand commun diviseur' 

de X et de X' est D. ^ 

.i 

Lorsque l'équation X = o n'a que des racines inégales, les, 
exposants n, /?,. . . sont égaux à i ; alors le polynôme dérivél 
X' se réduit (3 12) à î 

(x— i) . . . {x — g) {x—h) . . . -^ (x — a) . . . {x—g) (x — A)+ ... I 

fif en |*^jsoni)an( copim^ tout à Thfïure^ on verra que X et X 
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oe peuvent avoir aucun diviseur commun. En effet D se réduit 
alors à un nombre. 

Par conséquent , /70ur qiCune équation ait des racines égales , 
il faut et il suffit que le premier membre et son polynôme dérivé 
aient. un dipiseur comrfbm; éf leur plus grand commun diviseur 
sera te produit de tous hs facteurs correspondants aux racines 
^ égale» y élevés chacun à une puissance moindre dHùne unité que 
dans la proposée, 

3i4. Voyons maintenant comment il fant s*y prendre pour 
trouver les racines égales d*unc équation X=p. 

On cherchera d'abord le plus grand commun diviseur D de 
X et du dérive, X'. Si D est numérique, toutes le« racines de 
î=: o soiH inégales. Dans tout autre cas , D sera le produit des 
facteurs égaux de X, pris chacun avec un exposant moindre 
dune unité. 

Désignons parX, le produit des facteurs simples deX; par 
X, le'pi'oduit des (licteurs doubles de X, mais pris chacun une 
r seule, fois ; de même par X3 le produit des facteurs triples; 
r p9r X^ le produit des acteurs quadruples; et supposons, pour 
^ plus de simplicité, que X ne renferme pas de facteurs d'un de- 
gré {]9if5 éUvé que 4. 

"' £n cherchant de même le plusgrand commun diviseur D, de 
D et^ï son dérivé, puis te plus grand commun diviseur D, 
de iX et de soià dérivé, on aura - . - 

et le polynôme X^ ne contenant que des facteurs inégaux^ D, 
sera premier avec son dérivé. 

Cela posé , si Ton divise chacune des égalités ci-dessus par 
la suivante, il vient 

g=X,XaX3X4, gpZzrX.XjX^, — =^3X4, D,=:]S.49 

et divisant dé même chacune de ceUes»ci par la sifivante, on a 

^Ll I Y __*— .Y __i_— —Tî 1^ — — V - 

les facteurs X,, X,, X|, X^, étant ainsi <léterminés, la résolution 

20. 



3o8 ▲L6BBRE. 

de réquation X 3=0 est ramenée à celle des quatre suivantes 

X, ^ o , X, = o I X3 = o j X4 = o , 

dont la première sert à connaître les racines simples de la pro- 
posée, la seconde les racines doubles, la troisième les racines 
triples, et la quatrième les racines quadruples. 

Si Tun des polynômes X^, X,, X,. • . se réduit à un nombre, 
on en conclura que la proposée n'a pas de racines du degré de 
multiplicité correspondant au rang de ce polynôme. 

3i5. Appliquons cette méthode à l'équation 

x^+a^ — 5^?* — 5d:*-f- 70?' + jx* — 3jc — 3 = 0. 

Cherchant le plus grand commun diviseur entre le premier 
membre et son polynôme dérivé , on trouve 

d'où il résulte que la proposée a des racines égales. Cherchant 
le plus grand commun diviseur D^ entre D et son dérivé D', 
on trouve 

D, =^4- I. 

Par conséquent l'équation a des racines triples , et l'on est 
certain qu'elle n'en a pas d'un degré de multiplicité supérieur 
au troisième, puisque D, est premier avec son dérivé D',. 

Ainsi , d'après la notation adoptée précédemment , on aura 

X =X.X,%'=^7+a:'— 5x* — 5ar*+..., 
D sXjXj* z=j^+jc* — a: — i, 

D, szrXj =JF+1. 

Divisant chacune de ces égalités par la suivante , il vient 

Jv jJV^J\.3 ■■■■ ■ JH^ """" ^J(f ~1~ ô , 
JvjA^S — — «27 — ■ I , 

X3 ==a:-f-i. 

Divisant de nouveau chacune de ces égalités par la suivante , 
on trouve 

X,=a7*— 3, X,=.r — i, X3 = a:+ i. 

Par conséquent, la résolution de l'équation proposée, qui peut 
se mettre sous la forme 

(x*-3)(j:~i)*(x+i)»=o,- 
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est ramenée à celle des trois équations 

^•— 3 = o,a: — i=o,j:+i=:o, 

qui donnent jr=±w^, ar=:i, x=: — i. 

La proposée a donc les deux racines simples + W^3 ) — \/3^ 
une racine double égale à i , et une racine triple égale à -— i, 



3i6. Etant donnée une équation X = o, qui a des racines 
égales, si Ton veut trouver une équation renfermant les racines 
inégales de la proposée et ses racines égales, prises seulement 
une fois chacune, on cherche, comme ci-dessus, le plus grand 
commun diviseur D de X et de X', et Ton égale à zéro le quo- 

X 

tient de X divisé par D. Uéquation cherchée est donc Yr=:o , 

ou bien (3 1 4) X^X^XgX^ = o. 

Si Ton veut avoir deux équations dont Tune ne renferme que 
les racines inégales et Tautre les racines égales prises une fois 
chacune, après avoir obtenu, comme tout à Fheure, le quo- 
tient Q de X divisé par D , on cherche le plus grand commun 
diviseur D' entre D et Q, lequel doit égaler le produit des fac- 
teurs égaux de X, mais abaissés au premier degré. En divisant 
Q par D', on a le produit des facteurs inégaux. Ainsi les deux 
équations cherchées sont 

D'=o, ^=o. 

Remarque. Lorsqu'on connaît les facteurs égaux ou les ra- 
cines égales d'une équation X == o, on détermine aisément le 
degré de multiplicité /i de l'une d'entre elles a, en la substituant 
dans les dérivées successives X', X", X'", . . • X^, , X, de X. Car 
il résulte du principe démontré plus haut (3 1 3) que or — a 
sera facteur une fois de moins dans X' que dans X, deux fois 
de moins dans X" que dans X ,. . • n fois de moins dans X, que 
dans X, c'est-à-dire que la dérivée X^ ne contiendra pas le 
facteur x-^a. 

Donc la substitution ^r = a ne réduira pas à zéro la dérivée 
X„, mais seulement toutes les précédentes. Par conséquent, si 
Ton fait X'=s.a dans les dérivées successives de X^ Tordre de 
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la dérivée qui ne se réduira pas à zéro indiquera le degré de 
multiplicité de la racine a. 

317. Lorsqu'une équation X=:o du degré m n'a qu'une 
seule racine a répétée m fois , le polynôme X est divisible par 
son dérivé X', et le quotient , étant égalé à zéro , donne une 
équation du premier degré qui détermine la racine multiple 
de X = o. Car alors le {^us grand commun diviseur D entre X 

X 

et X' est égal à X', et — doit donner (3 16) toutes les racines 

de X = o. 

Si Ion cherche la relation qui doit exister entre les coeffi- 
cients de l'équation 

pour qu'elle ait ses quatre racines égales , on trouve les trois 
équations 

8Q -3P» = o,2PQ— i2R==o, 16S — PR = o, 

3P* P* P* 

qui donnent Q=— 57-, R=-^, S= -^ — ^. 
^ ^8 10' lo.io 

Substituant , on trouve pour l'équation demandée 
, ^ , 3P' . P' P4 

o 16 10.10 

où le coefficient P reste arbitraire. La racine quadruple est 

P 

4 

Pour que l'équation jp^+-Q^4-R = o ait deux racines égales 

1 j • i>a — 4Q' 
on trouve la condition R= . 

27 ^ 

3ï8. Si tous les coefficients numériques d'une équation 
X = o sont commensurables , les polynômes X,, X^, X3..., 
obtenus par des opérations qui ne peuvent introduire aucune 
quantité irrationnelle, n'auront aussi que des coefficients com- 
mensurables. Donc si l'une des racines de X = o est répétée 
n (bis 9 toutes les autres racines étant à des degrés d^ multi- 
plicité différents, cette racine sera commensurable. Il suit de 
là que toute équation du troisième degré à coefficients corn- 
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menstirables , qui a des racines égales, en a ail moins une 
commensurable. Car si les trois racines sont égales, on voit, 
d âpres la marche des calculs précédents , qu'elles seront toutes 
trois commensurables. S'il j a deux hicines égales, on pourr* 
les séparer, et la troisième sera nécessaihement commensurable* 
De là il résulte que toute équation du troisième degré qui n'a 
pas de racines commensurables ne peut admettre de racines 
égales. L'équation du cinquième degré jouit aussi des mêmes 
propriétés , ce qu'il est facile de reconnaître en examinant lès 
différents cas qui peuvent se présenter. 

Quant à l'équation du quatrième degré, si elle a des racines 
égales incommensurables, elle aura nécessairement deux ra- 
cines doubles, et son premier membre sera un carré. En effet, 
l'équation ne peut alors offrir que les quatre cas suivants : 

Qv — aY {x — b) {jc — c) = o , {x — a)* {x — b)* = o , 

{x — af {x — c) = o , {x — aj ^ o. 

Dans les i**^, 3' et 4' cas on peut séparer les racines égales, 
mais non dans le 2^ cas, qui est donc le seul où toutes les ra- 
cines peuvent être incommensurables; mais alors le premier 
membre est un carré parfait. 



SECTION IIL 

DE L'ÉUMINATION ET DE SES PRINCIPALES APPLICATIONS. 



S i^*". Élimination entre deux ou plusieurs équations d'un degré 

qrtetconque à d&ix inconnues. 

3ip. Nous avons dit (i i) que le degré d'une équation entre 
plusieurs inconnues est la somme des exposants des inconnues 
prise dans le terme oà cette somme est la plus forte. Ceci 
suppose, comme nous l'admettrons id, quis l'équation numé- 
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rique ou algébrique ne contient que des termes entiers et ra- 
tionnels par rapport aux inconnues. Alors Fcquation générale 
du degré m entre deux inconnues x et j, doit contenir tous 
les termes où la somme des exposants de a: et de/ ne surpasse 
point m. Si donc on transpose tous les termes dans le premier 
membre, et qu'on ordonne suivant les puissances décroissantes 
de Tune des inconnues, x par exemple, en réunissant, pour 
chaque puissance de j; , en un seul facteur, la somme des quan- 
tités qui multiplient cette puissance, on pourra mettre Téqua- 
tion générale du degré m sous la forme 

(A) A:c"-f-Baf'-' + Cj:^-»...+ ILc4-K = o. 

Puisque m est le degré de Téquation ,. A doit être indépendant 
de / ; B ne peut contenir aucune puissance de y supérieure à 
la première, et par conséquent est de la forme b + b^y\ C ne 
peut contenir aucune puissance de y supérieure à la seconde, 
et par conséquent est de la forme c+ c,/-t- c,/*, ainsi de 
suite ^ enfin K doit être un polynôme de la forme 

Lorsque l'équation ne manque d'aucun terme, ses coeffi- 
cients sont nécessairement de la forme indiquée , sans qu'elle 
cesse d'être du degré m. Par conséquent, l'équation générale 
(A) peut encore se mettre sous la forme plus précise 

(B) kxr^{b + b,y)ar-' + {c'¥c,x + c^f)af^^+... 

dans laquelle toutes les lettres A, 6, &,', c?, c,, ^,,. . • • repré- 
sentent des quantités connues. 

Le nombre des termes est évidemment égal à 

i-ha + o... + (/n+i) oua -^ ^-^ -* 

Si l'équation manquait de quelques termes, il faudrait, dans 
l'équation générale , supposer leurs coefficients égaux à zér/). 
Alors l'équation serait incomptete. 

Quoiqu'on n'altère pas une équation en divisant tous ses 
termes par l'un des coefficients, on ne peut néanmoins supposer 
l'un d'eux, A par exemple, égal à l'unité ^ car alors l'équation 
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ne contiendrait plus celles qui manquent de premier terme, 
puisqu on ne peut pas faire i =o; par conséquent elle ne serait 
plus générale. 

Mais lorsqu'on veut déterminer les coefficients d*après des 
conditions données, on peut supposer Téquation divisée par 
Tun des coefficients ; et alors le nombre des indéterminées égale 
le nombre des termes moins un , c*est*à-dire 

(w + a) (iM H- i) m(m + 3) 

Tel est le nombre des conditions nécessaires pour déter- 
miner une équation complète du degré m à deux inconnues. 
Cependant sil arrivait que Téquation demandée ne dût pas 
contenir le terme de Téquation générale, dont le coefficient est ' 
supposé égal à i , les valeurs des autres coefficients se présen- 
teraient sous la forme de Fin fini. G est pour cela qu'on préfère 
ordinairement laisser en évidence tous les coefficients de l'équa- 
tion générale; alors, en les déterminant, Fun d'eux reste tou- 
jours arbitraire, et les autres sont exprimés en fonction de 
celui-ci, qui disparait de lequation comme facteur commun à 
tous les termes. 

320. Toute équation d'un degré quelconque entre deux in- 
connues X ei y est susceptible d'une infinité de solutions. On 
les obtient en attribuant à Tune des inconnues ^jr par exemple , 
toutes les valeurs possibles, et en déduisant de l'équation, pour 
chacune d'elles, les valeurs correspondantes de l'autre incon- 
nue X, Si maintenant on a une seconde équation entre les 
mêmes inconnues x et^, en donnant de même à y toutes les 
valeurs possibles , on aura une nouvelle suite des valeurs cor- 
respondantes de Xy et en faisant le tableau de toutes les va- 
leurs de X fournies par chaque équation, on reconnaîtra 
quelles sont celles qui, leur étant communes, satisfont à la 
(ois aux deux équations ; de sorte qu'en les accouplant avec 
les valeurs correspondantes de j, on aura tous les couples de 
valeurs de x et de 7, formant les solutions des deux équations 
proposées. Or on peut se dispenser de calculer ces deux suites 
de valeurs, au moyen de procédés connus en général sous le 
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nom A'élimination (84), parce qu'ils reviennent à déduire, d 
deux équations à deux inconnues, une équation n'en renfer 
mant plus qu'une seule, et qu'on appelle, pour cette raison 
\ équation finale. 

Soient les deux équations A=:o, B = o, entt'e deux in 
connues x et/, et soit ^ = a,/=r p, une de leurs solution 
communes : ces équations seront satisfaites par la substitudoi 
de j:=:a, j= p. Mais si l'on ne substitue d'abord que la va 
leur p de/, on aura deux équations en x seulement, X = o 
X' = o, qui devront être satisfaites par x=zol. Par conséquent 
les polynômes X et X' auront un commun diviseur contenan 
le facteur x — a; et réciproquement, toute valeur P de j, qu 
fait acquérir aux polynômes X et X' un commun diviseur E 
contenant le facteur x — a, fait partie d'un des couples deso* 
luttons communes aux deux équations proposées. Car en 
posant D z= o , chaque valeur telle que j; = a , déduite de cette 
équation, réduit à zéro les polynômes X et X'; et par consé- 
quent les équations A==o, B = o sont satisfaites par x = ol^ 
/ =:p. Ainsi, en général, si l'on a deux équations à deux in- 
connues , 

Pour qvHune valeur attribuée a Vune des inconnues convienne 
a ces équations , il faut et il suffit que la substitution de cette 
valeur fasse acquérir aux premiers membres un commun divi^ 
s^eur fonction de Vautre inconnue; et si Pon égale ce commun 
diviseur à zéro , on obtient une équation dont les racines sont 
les valeurs correspondantes de Vautre inconnue, 

321. Lorsqu'on a trouvé l'équation D = o, et déterminé 
toutes ses racines , qui sont des valeurs de x , en les substi- 
tliant dans les deux équations proposées, celles-ci acquerront 
un commun diviseur en /; de sorte qu'en l'égalant à zéro, on 
aura une équation en/ dont les racines formeront, avec les 
valeurs précédentes de .r, les systèmes de solutions communes 
aux deux équations proposées. D'après cela , si une certaine 
valeur de x satisfaisait aux proposées, indépendamment de 
toute valeur de /, on pourrait évidemment lui accoupler telle 
valeur de / qu'on voudrait; et par conséquent les proposées 
auraient une infinité de solutions. Mais s'il arrivait que, par 
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suite du procédé employé, Téquation D = o renfermât, outre 
les bonnes valeurs de Xy des valeurs étrangères aux équations 
données, on les reconnaîtrait sûrement à ce qu*eUes ne feraient 
pas acquérir à ces équations un commun diviseur en y^ et par 
!»nséquent elles devraient être rejetées. 

On a donc cherché dans ces derniers temps à perfectionner 
les méthodes d'élimination de manière que Téquation finale 
renfermât uniquement toutes les bonnes valeurs d'une incon- 
nue, sans complication de valeurs étrangères. C'est à quoi sont 
parrenus M. Larabit en i83a, et plus clairement M. Sarus en 
1834, comme nous l'indiquerons plus loin. 

322. Mais avant tout, nous allons faire voir comment, dans 
certains cas, on peut très-simplement parvenir à 1 équation 
finale. 

ïïabord lorsque Tune des deux équations est du premier 
degré par rapport à l'une des inconnues or, en opérant comme 
on la vu plus haut (85), on prendra dans cette équation la 
valeur de x qui sera de la forme 

*=r(7), 

et satisfera nécessairement à cette proposée indépendamment 
de toute valeur particulière de jr. 

Substituant cette valeur de x dans Taùtre proposée , on ob- 
tient une équation seulement en j, qui est l'équation finale, 
puisque ses racines doivent évidemment satisfaire à la seconde 
proposée. Si donc on sait déterminer ces racines , en les met- 
tant à la place de j dans a: = F(j), on aura les valeurs cor- 
respondantes de Xj qui avec celles de j formeront les solutions 
des deux équations données. 

On peut encore employer le même procédé , lorsque l'une 
des proposées n'est que du second degré par rapport à une 
inconnue x, pourvu que les deux valeurs qu'on en déduit en 
fonction de j soient rationnelles, sans quoi la substitution dans 
lautre équation introduirait, en général, des coefficients incom- 
mensurables. 

Soient, pour exemple, les équations 

(i) lox"* + JCX — 4r' — 38 = 0, 

(îi) 3x* — X* — 11=0. 




^ 
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Prenant la Taleur de x dans la seconde, on a 
et substituant dans la première , il vient 



— 2/" ± jl/3(7» + 1 1) — 4 = o. 

Pour résoudre cette équation, il faut nécessairement, comme 
dans tous les cas semblables , isoler le radical dans un membre, 
et ensuite élever les deux membres au carré, ce qui donne 
dabord 



(3) zizx\yZ{r^ + 1 1)= 2/* + 4, 

puis, toutes réductions faites , 

(4) /♦— i7/» + i6 = o; 

cette équation, résolue comme celles du second degré, donne 

Maintenant, pour avoir les valeurs de x qui doivent réelle- 
ment correspondre à ces quatre valeurs de j, il faut remarquer 
que réquation (3), à cause du signe ± affectant le radical, 
équivaut aux deux suivantes 

(5) +rl^ 3(^-'+Ti) = a7> + 4, 

(6) — rl/3Cr» + ii)=:27* +4. 

Par conséquent, si Ton pouvait les résoudre séparément, on 
obtiendrait les valeurs de x correspondantes à celles de y pro- 
venant de réquation (5) , en substituant celles-ci dans l'équa- 
tion 

«= + ^ 1/3(7* + 11); 

et de même on aurait les valeurs de x correspondantes aux va- 
leurs de j" provenant de 1 équation (6), en substituant celles-ci 
dans réquation 

^ = — ^1^3(7» + II). 

Or, en substituant les quatre valeurs de y dans les équa- 
tions (5) et (6) , on reconnaît aisément que les deux valeurs 
7 = -f-4,/=+i satisfont à la première, et que les deux 
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Taleurs / = — 49/= — i satisfont à la seconde ; doù il ré- 
sulte que les équations (i) et (a) ont les quatre solutions 

siÛTantes : 

r=H-4 lr=+i jr=— 4 |/=— i 

dr=-+-3 |a?= + a |jr = — 3 jjr=— 2. 

Remarque. Dans ce cas , comme dans tout autre analogue, on 
peut résoudre plus simplement les équations proposées par le 
procédé indiqué plus haut (iSa). 

A cet effet, on retranche Téquation (a) multipliée par 10 de 
féqoation (i) multipliée par 3 ; ce qui donne 

V+4. 



X 



3r 

Substituant cette Taleur de ^ dans réquation(a)| on ohtient 
la même équation finale que ci-dessus 

r*— 177' + 16=0, 

qui donne pour les quatre valeurs de jr 

+ 4,— 4i +1,— I. 
Celles-ci, étant substituées dans Téquation ci-dessus en x^ 
donnent pour les valeurs correspondantes de cette inconnue 

+ 3, —3, +2,— a. 

^23. Enfin, la résolution d*un système d*équations, qui 
peuvent se décomposer en facteurs, se ramène à celle de plu- 
sieurs autres systèmes plus simples. 

Supposons, par exemple, quon ait ramené les deux équa- 
tions proposées à la forme 

(4ar'— 57) (3:ry+5/)==o, 

{3a:^ + 11 fx) (4/' — 6x) = o. 

Il est clair quon obtiendra toutes leurs solutions, en déter- 
minant tous les couples de valeurs de a: et de 7 qui rendront 
à la fois nuls un facteur de la première équation et un facteur 
delà seconde, c'est-à-dire en résolvant séparément les quatre 
systèmes d'équations 

4a:* — 5;^=o J4^ — 5j=o |3ar*7+ 5/^=0 J3a:*7+5/'=o 
ia^+!kx^x=o \4f — 6a:=o j3r'+a7*x=o {^y" — 6:p=o, 

ce que nous engageons le lecteur à faire* 
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394. Voici maintenant ua exemple de deux équations q] 
ont un facteur commun. > 
Soient les équations 

!àûf+xjr — /^=:o. 

Elles peuvent s*écrire 

(^ +/) (^ — a^rj+T* — 4/) = o , 

On satisfera donc aux deux équations en posant a: -h j^ = < 
ce qui donne un nombre illimité de solutions. 

Pour avoir les autres solutions , il faut résoudre le systèm 
des équations 

aa^ — 20?/ +j* — 4j = o> ^^ — jr-=o, 

ce qui donne d abord le cQup)e de valeurs x = o, j = o, déj 
compris dans Téquation a?4-j==o, et, pn outre, le coupl 

Elminatiott par la méthode du plus grand commun diiHseur 

825. Proposons-nous maintenant de résoudre deux équa- 
tions quelconques en j; et j 

M=:o, N=:o, 

D*abord il convient d'examiner s'il est possible de simplifie] 
le système des équations proposées. Ordonnons donc le poly- 
nôme M par rappprt à j, et cherchons le plus grand commun 
diviseur U des coefficients des diverses puissances dej^; U sera 
fonction de;r, et l'on pourra diviser M par U, ce qui donnera 
un quotient entier. Ordonnons le quotient par rappo|:t à a:, e^ 
cherchons le plus grand commun diviseur U' des coefficient^ 
des diverses puissances de j;; U' sera fonction dej^, et en di- 
visant le quotient par U' on aura un nouveau quotient entier 
U" fonction de a? et de j ; de sorte que le polynôme M , dé- 
composé en ses trois facteurs, sera 



/ 
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et en nommant V, V, V", les trois facteurs analogues du pol^n 
nome N, on aura de même 

Il peut arriver que U et V aient un commun diviseur D, U* 
et V un commun diviseur D', U" et V" un commun diviseur D"; 
alors en nommant Q, y, Q', y', Q", ((' les quotients respectifs 
des six facteurs par ces diviseurs , les polynômes M et N pour- 
ront se mettre sous la forme 

M = DD'D", QQ'Q", N =PD'D" , ^yV'. 

Cela pos^, il est clair quon satisfait d'abord aux équations 
proposées en posant successivement D = o, D'=o, D'=o. 
Or la première équation, ne contenant qu'une inconnue 4^1 
déterminera un nombre limité de valeurs de Xi «^ chacune 
desquelles on pourra joindre une infinité de valeurs de /. D^ 
même , la seconde équation , ne contenant que y^ déternûnera 
un nombre limité de valeurs de /, à chacune desquelles on 
pourra joindre une infinité de valeurs de x. Enfin la troisième 
équation contenant les deux inconnues x et j| lupe d'elles 
pourra recevoir une infinité de valeurs arbitraires, qui déter- 
mineront autant de valeurs correspondantes de l'autre. De 
sorte que les trois facteurs D, D\ D'' des équations proposées 
leur donnent d'abord une infinité de solutions. 

Cherchons maintenant les autres solutions dépendantes des 
facteurs Q, Q', Q", y, 5^', q\ Il semble qu'on pourrait satisfaire 
aux deux proposées en égalant à zéro Fun des facteurs de la 
première avec un des facteurs de la seconde. Mais d'abord les 
facteurs Q et j' ne contenant que la même inconnue x^ et d'ail- 
leurs n'ayant plus de facteur commun , ne peuvent devenir en 
même temps nuls pour aucune valeur de x. De même on ne 
peut avoir à la fois Q'= o , 9'= o. D'un autre côté, si l'on égale 
à zéro deux facteurs dont l'un ne contienne qu'une inconnue, 
on aura deux équations dont la solution ne dépendra que de 
celle d'une équation à une inconnue. 

Il reste donc à considérer les équations 

Q"=o,9" = o, . 
c'est-à-dire deux équations contenant deux inconnues x et )-, 
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et débarrassées de tous leurs facteurs communs , qui peuvent 
comme on vient de le voir, être fonctions soit de or, soit de j 
soit de :r et de / à la fois. C*est ce que nous supposerons dan 
ce qui va suivre. 

3a6. Soient donc à résoudre les deux équations 

A=o, B=o, 

supposées simplifiées comme on vient de Tindiquer, et d*ail 
leurs entières par rapport aux inconnues x ety. 

Il s'agit d en déduire une équation à une inconnue x qii 
donne toutes les valeurs convenables de x et n'en contienne pa 
d'étrangère. Or, d'après le principe établi plus haut (33o}, i 
0iut et il suffit que ces valeurs de jt, substituées dans les équa 
tions proposées, fassent acquérir aux premiers membres, A et B 
un commun diviseur en y. On est donc naturellement condui 
à opérer sur les polynômes A et B comme si l'on chercha! 
leur plus grand commun diviseur en y. 

Ayant ordonné les polynômes A et B par rapport à y^ sup< 
posons que le degré de A en / soit plus élevé que celui de B, 
ou au moins égal. Divisons A par B, jusqu'à ce qu'on par- 
vienne à un reste R d'un degré moins élevé en / que le dhl 
seur B; supposons le quotient Q entier par rapport à x^ sans 
qu'on ait eu besoin de multiplier aucun dés dividendes par un 
facteur fonction de or, on aura 

A = BQ-hR, 

et alors il résultera de cette égalité que toutes les valeurs de ;r 
et dey qui satisfont aux proposées A = o, B = o, donneront 
aussi R = o, puisque le quotient Q ne peut devenir infini 
pour des valeurs finies de x ou de y. Par la même raison , 
toutes les valeurs, qui satisfont aux équations B = o, R = o, 
donneront aussi A = o. On peut donc remplacer le système 
A =: o , B = o , par le système B = o , R = o , qui est plus 
simple, puisque R est d'un degré moins élevé que B et à plu^ 
forte raison que A. 

Mais il n'en est plus de même si , pour avoir un quotient 
entier par rapport à :r, il a fallu multiplier d'abord le poly- 
nôme A ou l'un des dividendes partiels par un facteur c fonc- 
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tion de x. Ca^r alors , en désignant le quotient par Q et le reste 
par R 9 on aura 

d'où l'on conclura que toutes les valeurs de j? et de 7 qui satis- 
font aux équations B=:o, R=:o, satisfont de même aux 
équations cA=:o, B = o, et que réciproquement celles qui 
satisfont aux équations cA = o, B=:o, donnent en même 
temps R = o. 11 résulte de là que le système B =: o , R =: o est 
équivalent au système cA=: o, B=:o. Mais comme ce dernier 
système fournit les deux suivants A=o, B=o et c=o, B=:o, 
il s'ensuit que les solutions des deux équations B=o,R=o, 
comprennent non-seulement toutes celles des proposées A=o, 
B=o , mais encore celles des équations <7=:o, B=:o, qui sont 
nécessairement étrangères à l'équation A =0 , puisque les poly- 
nômes A et B n'ont plus de facteurs communs. liCS polynômes 
fi et R n'ont également aucun facteur commun ; car s'il en 
existait un , il devrait aussi se trouver dans A et dans B ; on 
peut donc opérer sur les équations B = o, R = o comme sur 
les proposées. Par conséquent si l'on divise B par R, jusqu'à 
ce qu'on parvienne à un reste R' d'un degré moins élevé que 
R par rapport ky^ en appelant Q' le quotient, on aura 

B=RQ + R', 

d'où l'on conclura , comme tout à l'heure , que le système 
R =: o , R' =: o contient toutes les solutions du système B=:0| 
R=:o, c'est-à-dire celles des deux systèmes A = o, B=:o et 
c=o, B = o, mais qu'il contient en outre d'autres solutions 
étrangères au système A=:o, B = o, si, pour effectuer la 
division de B par R, il a fallu multiplier B par un facteur fonc- 
tion de X. 

Comme, en continuant ainsi, les exposants de j diminuent 
dans les restes successifs , on finira par obtenir un système de 
deux équations R^, = 0, R»= o, dont l'une, R,:=o, sera né- 
cessairement indépendante de /; et remontant de proche en 
proche, on conclura, comme précédemment, que ce dernier 
système comprend toutes les solutions du système A=o, B=o, 
plus les solutions étrangères provenant de l'introduction des 
M. Algèbre. ai 
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Acteurs foncûona de a: , nécessaires pour n avoir que des quo* 
tients entiers par rapport à x. 

Or réquation R„=09 fié Contenant que la seule inconnue ^^ 
est par conséquent Téquation finale cherchée; et en admettant 
qu on sache la résoudre , on pourra par suite déterminer toutes 
les solutions du système R«^^r=o, R^^t), qui comprennent 
ceHes du système À = o, B=:o. 

Ce qui précède suppose encore que ^ poUr effectuer les divi- 
sions, on n'a supprimé aucuh &cteur foBcitoa de x dans Tun 
des restes successifs. Par exemple > si le reste R| obtenu en divi- 
sant A par B, contenait un fiictetir r fonction de a:^ en appelant 
R. le quotient de R par r, on aurait R=£=rRki; alors le système 
des équations A=:o^ B=:0) serait équivalent aux deux sys- 
tèmes suivants : 



jB=o |B =o 
\ r=o JR^isso. 



Or il est facile de résoudre le premier système , puisque rue 
contient que a:; on n'a donc plus à considérer que te second 
B=:=:o, Rx = o , qu'on traitera comme on Ta vu plus liant. 

Mais alors il est clair que Téquation finale ne contiendra pas 
les valeurs de x qui satisfont au système Bbrrb, r^=:ô, et par 
suite aux équations proposées» ti fen(ïra donc ajouter ces solu- 
tionnât de même les solutions analogues qui .peuvent manquer 
dans l'équation finale, parce qu'on aura supprimé des facteurs 
foncëotis de x dans l'un des diviseurs successifs. Ainsi, en gé- 
néral^ le procédé indiqué conduira^ non pas à une seule équa- 
tion en x^ mais à plusieurs équations dont quelques-unes 
pourront donner pour x des valeurs étitiigères au système 
proposé. 

3^7. Il est faoite de conclure des explifMdions précédentes 
"que si Ton avait pu obtenir l'équation finale 'R„s=o au moyen 
^e divisons successives n'exigeant aucune suppression ou in- 
troduction de acteurs fonctions de x^ cette équation finale 
serait parfaite, c'est-à<lire donnerait absolument toutes les 
valeurs de x satisfiiisant aux équations Asco^Bszo^ sans en 
cdnvenir aucune qui leor Ha étrangère. 
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Nous allons maintenant faire Toir comment on peut troiiTcr 
une telle équation finale, et noua aulvrons la marche adoptée 
par M. Samis, dans sa brochure sur Tâimîiiatîoii. Mais ium|S 
remarquerons d'abord qu*ayant de résoudre deux équations 
en X eijrj'û vaut mieux préalablement supprimer tous leurs 
facteurs comuMou (3^5). Cependant nous noui contenterons 
d'admettre que les équations étant ordonnées par rapport à une 
iMOfiime, y por exemple , n ont plus de facteur dépendant de 
7 seul ^ c'est oniqvement ce que suppose le théorème dont il 
s'agit 

3a8. Soient donc les équations 

A=:0,B=O, 

où ni A ni B n^ont plus de facteurs fonctions de / seul > le 
degré de B en ^ ne surpassant pas celui de A. Désignons par 
c le produit des facteurs par lesquels il faut multiplier A, pour 
qaon puisse diviser A par B, de manière à obtenir un reste de 
iicfré rooinilre qtie B sans avoir de quotient fractionnaire en x. 
Soit jp ce quotient, et Rr le reste mis sous la forme de deux 
facteurs dont l'un r est le produit de tous les facteurs de ce 
reste dépendant seulement de x. En continuant l'opération à 
Taide des mêmes notations, on désignera par c, le produit des 
acteurs ]iar lesqpels on devra multiplier B pour que la division 
de B par B. «onduise a un reste R,r. d'un degré moindre que 
R> le quotient q^ étant -entier par rapport à x, et r, étant le 
produit de tous les facteurs dki reste dépendant seulement 
iex; ainsi de suite^ jusqu'à ce qu'on parvienne à .un reste r^ 
indépendant -de j-. Nous supposerons , pour plus de simplicité , 
que ce reste soit donné par la troisième opération » mais U dé- 
nK>nstration serait tout à fait analogue si ce reste était donné 
pu* la^qpurtciènM CMiy-en général, par la n* opération. 

Le troisième jreste r. étant ind^pea.daKit de y^ <m num :lês 
égalités 

JcA =:By + Rr 
c,B=:Ry, + R.r, 

Soit d le plus grand commua dxvisMr -de c^Âe. r, ifl^^-eekii 

ai. 
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--- et de r,, c^ celui de —^ et de r,, il s'agit de démontrer 
a ddt 

que les systèmes suivants 

B = o R =0 R.=o 



w 



r r^ r, 

d df d^ 



donneront toutes les solutions du système proposé Az=x>, Boo, 
sans donner aucune solution gui lui soit étrangère. 

A cet effet, nous diviserons le théorème en deux parties qui 
s'énonceront ainsi : 

I. Les solutions des systèmes d'équations (a) 
\Con\>iennent toutes au système proposé. 
Thborèmb. { II. Les solutions du système proposé sont 

toutes comprises dans celles des systèmes d'équa- 
tions (2). 

P^ Partib. Considérons séparément chacun des trois sys- 
tèmes d'équations (2). 

1° Toutes les solutions du système B =: o, ^=0 convien- 
nent au système A = o , B = o. 

En effet, si l'on divise la première égalité du système (i) pa^i* 
dy plus grand commun diviseur de c et de r, il vient 

(3) Ja=Jb+Jr, 

d'où il suit que ^B est divisible par d\ or, par hypothèse, B est 

premier avec q ; donc q est divisible par d. Alors l'égaUté (3) 

prouve que toutes les valeurs de :r et de 7 qui satisfont au sjs- 

r c c f 

tème B = o,-y=0| doivent annuler -.A; et comme-, et j 

a ' d d d 

sont des fonctions de x seul n'ayant plus aucun facteur com- 
mun, il en résulte que ces valeurs annulent A, et satisfont 
ainsi à l'équation A=o. 

Donc toutes les solutions du système B= o, t= o, conuieri' 

nent au système A = o,B=so. 
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a® Toutes les solutions du système R = o , ^ = o , convien- 

nent au système A = o , B = o. 

Pour le ùire voir, nous aurons besoin de deux relations, 

/• p 

l'une entre A, R, -j-j et Tautre entre B, R, -7-- 

«1 «I 

Dabord nou3 obtiendrons la première en multipliant Tëga- 

Iité(3) par c,, et en remplaçant, dans le second membre, c,B 

par sa yaleur, telle que la donne la seconde des égalités (i) , il 

Tient alors 



ec 

"5 



■-^=C-^^y^irx- 



I 



Mais r et q étant divisibles par </, la quantité ' ^^^ est 

entière; de plus elle est divisible par <4, qui est le plus grand 

ce 
commun diviseur de -j- et de r^, et qui est, en outre, premier 

avec R. Donc en divisant par </. les deux membres de l'égalité 

précédente , et faisant, pour abréger, ^ = M , ' .-"' =: M , , 

on a pour la première relation cherchée Tégalité 

(4) ^A = M.R + MR.£l. 
Maintenant, pour avoir une relation entre B, R et ^, multi- 
plions la deuxième des égalités (i) par^) il viendra 

d'où il résulte que </i, qui est le plus grand commun diviseur 

ce 
de-j et de Ti, et, qui est, en outre, premier avec R, doit di- 
viser ^. Donc en divisant par d les deux membres de Fégalité 

a 

c CQ 

précédente , et faisant, pour abréger, ^^^j 7w^^^'» ^" * 
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pour la seconde relation cherchée l'ëgalïté 

(5) ^B=N.R + NE.^.. 

hti «gaUtéi (4) tt (5) prouYênt que ttftttes les valeurs de x et 
dejTj gui satisfont i^u sj&tdme 11 rz Oj ^=±: o^ doiyent annuler 

-rr A eC -7T B; mais -tt* et-r sont des fonctions de x seul qui 
dd^ ad^ ^ dd^ dt ^ 

ne peuvent avoir de facteur commun; deno les vakuvs dont 

il s*agit doivent annuler A et B^ et par conséquent satisfioant anx 

équations A = o^ B ==: o. 

Donc, toutes tes solutions du système R = o , ;r'= o, eonuien' 

nerkt au système A =sO| P cvo^ 

. 3° Les solutions du système R t= o , 4-=s 0| eaiivHftiBent au 

système A=o, B=:o. 

Commençons par chercher deux relations l'une entre A, R., 

•y, l'autre entre B, R,, -|- . 

D'abord on obtient la première en multipliant l'égalité (4) 
par c^^ et remplaçant c^R par sa valeur telle que la donne la 
troisième des égalités (i); il vient alors 



ce, 
1d. 



j^A=(^M,5r,+Mc.Ji)R.+M.r,; 

d^où il résulte que d^^ qui est le plus grand commun diviseur 

ce c 
de "j^f-^^ de ^at ^t q^ ^st) ^^ outre, premier avec Rx, doit 

/• 
diviser Mxja+Mca^, Donc, si l'on représente ce quotient par 

BI,^ en divisant 1 egs^Uté précéddnte par «{,| pn a pour U pre« 
mière relation cherchée 

r 
De même, pour obtenir une relation entre B, R^ et ^^ on 

multiplie l'égalité (5) par c^] on remplace c,R par sa valeur telle 
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que la dooB^ la trbiaièflM d«a égalités (i), el il vi«nl 

d'où Ton conehil oofiioe tout à l'heure qua le ini|Itiplicatfliir 
de R, est diyisibl^ par d^. En désignant ce quotient par N,, et 
divisant régalité précëdente par ^, , on a pour la deuxième re- 
lation cherchée 

Or les égalités (6) et (7) prouvent que toutes les Talfturi dç 

X et de ^ qui satisfop( a^ systèno fi «sQ» ^.= ^ > Rivent an- 

ce c ce c 

"^'^' ISiri^ ^ ^J J B; donc elles annuleroni aussi A et B, 

ce c /* 

puif qu^ lÂ^^ *^ 7 '^^^ ^^* f0BCtioa« de 9 seul u'ayapt aucm^ 
iacteur commun. 
Donc , r^K^ At^ solutions du sysAme R, sr o , --^ ?& eonvisn" 

nent au système A = o , B = o. 

Donc, selon la première partie de Ténoncé, toutes les so^ 
huions des systèmes d'équations (a) conviennent au système 
A=:=o, B;=o, 

II® Partie. Il faut maintenant faire voir qu'iin système quel- 
conque de valeurs satisfaisant aux équations A=o, B == o, fait 
partie des systèmes de valeurs fournies par les équations (a). 

Établissons d'abord les trois relations qui nous seront néces- 
saires entre A, B et chacune dps quantités r, r,, r,. On pour- 
rait les déduire immédiatement des égalités (i); mais il est plus 
simple de les tirer Ae% égalités (3), (4))* • r où une partie des 
calculs se trouve déjà effectuée. 

La première relation cherchée est Tégalité (Ç)» 9^ P^^^ 



s'écrire 



(8) NA— MB=R^ 



d 
en transposant le terme en B, et se rappelant qu'on a fait 
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La seconde relation, savoir celle entre A, B, r,, s obtient en 
éliminant R entre les égalités (4) et (5). Cette élimination s'ef- 
fectue très-simplement en retranchant la seconde multipliée 
par A de la première multipliée par B , ce qui donne 

(M.B~N.A)R + (MB — NA)R. ^ = o. 

Mais d'après régalité(8) on a MB— *NA= — R-^; en substi- 
tuant et supprimant le facteur commun R, on a pour la seconde 
relation 

(9) N.A-.M.B=-R. ^. 

Enfin la troisième relation, savoir celle entre A, B, r,, s ob- 
tient en éliminant R de la même manière entre les égalités (6) 
et (7), c'esl-à-dire en retranchant la seconde multipliée par A 
de la première multipliée par B, ce qui donne 

(M.B — N.A)R. + (M.B~N.A)Jt=:o; 
mais, d'après Tégalité (9), on a 

M.B--N,A=R, ^; 

substituant et supprimant le facteur commun R,, on a pour la 
troisième relation 

' (,o) (N.A-M.B)=^. 

Cette dernière relation prouve que si une solution a7=a, 

j= p convient aux équations A = o , B = o , la valeur a:=a 

r r r 
doit rendre nul le produit "j'Y"!"^^^ P^' ^^^^^ '*^^ ^^ ^^^* 

teurs ^> ~? -y- 

Si cette valeur a? = a donne -^= o , la solution a: = a , / = p 
se trouve évidemment parmi celles du système B = o , ^=0. 

Si la valeur â; = a donne -j=so, sans qu'on ait ^=0, on 
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voit par légalité (8) que la solutioD «:^ a , j :=: ^ , doit donner 

R = o, et, par conséquent, se trouver parmi les solutions du 

r 
système R =: o, -y- = o. 

Si la valeur x=:a donne ^=0, sans qu'on ait^cso, ni 

y =0, on voit par l'égalité (9) que la solution x ::= oe , j =;: P 

doit donner Rs=:o, et, par conséquent, se trouver parmi les 
solutions du système R,=:o, ~=so* 

Donc 9 toutes les solutions du système A = o, B = o, sont 
comprises dans celles des systèmes adéquations (a). 

Les équations 3= o,-f=o,-f=o, donnant toutes les 

A ttg a, 

bonnes valeurs de ^, il en résulte que l'équation finale est 

comme on peut aussi le conclure immédiatement de la rela- 
tion (lo). Car elle montre que chacune des solutions du système 

r r r 
A=o, B = o, doit satisfiaiire à Téquation -^* -f •-f = 0, et que 

a d^ a^ 

réciproquement cette demièi^e équation , ou celles qu'on en dé- 

r T T 

duit , ^=:o,^=o,y = o, doivent donner toutes les bonnes 

valeurs de x. 

329. Remarque. Si l'on se rappelle que la quantité c repré- 
sente le facteur par lequel il a fallu multiplier A pour effec- 
tuer, sans quotient fractionnaire, la division de A par B, on 
voit qu'on peut toujours faire en sorte que c et r n*aient au* 

cun Ëicteur commun. Car on a conclu de 1 équation notée (3), 

car 

-A = ^B+-%R, oxid représen te le plus grand commun divi- 
seur de c et de r, que le quotient q est entier; d'où il suit 
qu'on peut efTectiier la division de A par B en multipliant A 

par un facteur-^ plus petit que c, et premier avec le multipli- 
cateur de R. 



6b fent àe ifième fidre eo soit« que è^ tqit pyemier aToe r^ , ei 

c, avec r,; doù il résulte que Téquation ->=o sera la même 
que r= o ; alors on devra prendre pour d^ la plus grand com- 
mun divîi^ur de c el de r. , et pour d^ celui de — et de r,. 

33f • Voiei inaiàMiftnt plmpaurs asapiiples, oà les premier» 
membres des équations ne se décomposant pas eo facteurs , il 
faut immédiatement procéder aux divisions. 

Exemple I. Soient les équatipns 

Première division. 



Deuxième division. 



T T^ 






r +-»J9 



a:* — ;rr 



Le reste a^ — a?, indépendant de/, ayant étfj obtei^p sans 
introduction ni suppression d aucun facteur dans \e çpur$ de 

l'opér^tioi^, l'équation finale riP* r^^;:;=;p (lounerd, cpnjoîpte- 
mept ayec/ 4- îM?=;q, toutes les soluïJpn^ des éqwtiqps pro- 
pQséas; pes yplH^iqi)^ fippt donc }^s 4ep3^ cpupk^ * ^ o 1 JF^^j 

P^^mi^y^p H, gpi^nl; les équations 

7* + ( 4r 4- i)/* H- 4^ + 20? -i- 2 =2= o. 

■ 

Prejnière division. 



37*+(i4j?— gjtr-f- 2:r*+8x+6 
— 3/* — ( 1 2ar4-3^ — 1 2^. — ôx-i-ô 



7'+(4r+ i)/+4^+2j:— a 



(20: — I a)/— I o^+2;r4- 1 2 
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ou (x — 9)y — 5ar" + .r+6. 

Pour faire la deuxième division il &u4râ multiplier le nou* 
veau dividende par :r~ 6, et encore le dividende suivant par 

DeuiîèaM divition* 



(g— 6)rf«5j?*+g+6 



r+(9^— a4ar— la) 



ou 4-(a:— é)(9^— ^4^"ï ^)y+ 4**— 464r*+'^*8;î:*4î gftj»^— 7a 
— (j:"-6)(9jf— a4.r— ia)/>-|-4Sj!?*— layr^ — poj:*+i56j?+7a 

+49ar*-i75a:'-h'a8^^a5^ar ' 

Égalant à zéro ce reste indépendant de r, on a régmtiop ^Qile 
cherchée. 

n est facile de toir qu*on n a pas introduit de Solution étran- 
gère aux proposées en multipliant deux dividendes par x — 6, 
puisque le reste en x nesl pat diviiihle par x — 6. Gela tient 
d'ailleurs à ce qu'on pe peut pas satisfaire en même tempi aux 
d«ux équations x — doBO, («-^6) j— ?5x*+«-l-6=cQ. Car 
si Ton met dans celle-ci la valeur x = 6 tirée de la première, 
son premier membre se réduit à un nombre. 

L'équation finale ne donnant aitisi que de bonnes valeurs 
de J7y on fiura tou|es les solutions des deuit proposées en ré- 
solvant les deux équations 

4g**+ 175^:^ + 38^:* + a5a^=0| 

(a? — 6)^—- 5:r' + j? + 6 = o. 

D'abord la première est satisfaite par â?=: o; divisant par ^^ 
on a réquation 

4pj-»*— 1753:* + a8:r+ aSa = o, 
qui est satisfaite par x = — i. Divisant par fr+ i, il yient 

49a:*— aa4^+ a5a:;;7:oi 

doù ar=:a, :r= — • 

y 

Las quatre valeurs de l'équation finale sont donc 
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i8. I 

â?=o, x:=z — I, ar=2, jp = — f 

7 
et en les substituant dans Tëquation 

{x — 6)7— 5j;* + j? + 6 = o, 

on aura pour les valeurs correspondantes de^ 

o So 

X—i, /=o, r = — 3, 7=y 

Ainsi les deux équations proposées ont les quatre solutions 
suivantes: ' 

IX — — 
^~ 7 
5o 
/ = — . 

Exemple III. Soient les équations 

7* + (8« — 7)j + ^ — i3a?+ xa = o, 
/• — (4ar — 5)/-Har' — ar = o. 

Première division. 



7*+(8^ — 7)7+^ — i3;r+i2 



7' — (4^; — 5)7+^:'— j: 



Ce reste, décomposé en facteurs^ est égal à la {x — i) (7— i). 
P*où il résulte que le système des deux équations proposées 
peut se remplacer par les deux systèmes suivants : 

j x-x—o i 7— ï=o 

It*— {4^-5)r+a?*— ^ï=o. J7>_(4a;_5)7+a:»— ^r=:o. 

Chacun d*eux peut se résoudre a priori, et Ton obtient les 
quatre solutions suivantes : 

x=zi |a?=:i |7=i lr=ï 

7=:o \x = — I |ar = 2 (a7 = 3. 

33 1. Remarque 1. Lorsque le reste indépendant de 7, désiré 
(328) par r,, est nul, le polynôme R, est le plus grand com- 
mun diviseur de A et de B, et divise, en outre, le premier 
reste R. Dans ce cas toutes les solutions de R, = o satisfont 
au système propose A s==o, B=;=:o, dont les autres solutions 
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A B 

sont fournies par les deux équations ^ =o, r^ =o. Pour 

voir ce que deviennent alors les systèmes d*ëquatioD5 (a), il 
suffit de diviser par R, les égalités (3), (4)9 (S) 9 (8), (9), et Ton 
obtient de nouvelles égalités ne différant des premières que 

A B R R 

parce qu'elles renferment les quotients -7 ' k- > b" ' 7*' 9 ^^ '^^^ 

R, n, R, R, 

des quantités A , B , R , R,. Raisonnant sur ces égalités exacte- 
ment de même que sur les précédentes (398), on prouve 

que toutes les solutions du système =- :=:0 9 ^ = 0, ^^^^ 

données, sans aucune solution étrangère, par les systèmes 
suivants : 

'B (R 

r ) r, 

Voici un exemple où l'un des restes est nul. 
ExBMPiiB rV. Soient les équations 

^J*+(3ar.+ 4)7— ^ — ^^ — 4^=0. 
Pour effectuer la division, il faut multiplier le dividende, 
ainsi que le premier reste , par x* 

Première division. 






•r*-K3*+41r-*^-3«»~4* 



, -( «a+3H-4) 



— (,a+3«+4) ^»— (3*»+5r)/+*4+6x3+9rï 

Ml — («»+3*+4)*/»-(3*^+5x»)r+**+«*^+€*' 

+(«a-|-3x+4)x/»+(3«3+x3x»+»4x+ 16) /— (x54.6,4+i7»3^,,4,i^t6«) 

+(8*» + »4«+x6) /— C**^+»4«»+ xfo) 

Ce reste peut se mettre sous la forme 

8(*»+3«4.2) (y— x). 

Or, si Ton divise le diviseur précédent par x* — j, on trouve 
pour quotient xy + a^ + Zx + /^ ei zéro pour reste. 

U suit de là que les équations proposées Ont y-^*x pour 
£sicteur commun ^ et sont par conséquent satb&ites par toutes 



\ 



les solutions de Técjuâtion indéterminée 

y — j; = 0. 

Le sys tème 

donne les totres sobiiionsi qui sont 

|j = — X (7 = — a. 

Lorsque deux équations ont, comme dans cet exemple, des 
fiicteiiK «onumHïS , ces fecteurs donnent lieti à utié infinité de 
solutions , ou bien à des solutions indéterjninées. JMais locsquil 
n*y a plus de facteur commun , les divers systèmes , qaoB peut 
substituer au proposé, n'offrent jamais de solutions indéter* 
minées. 

Exemple Y* Soient à ré&oiidre les deu^ équations 

On trouvera qu'elles qvêl fe ^foietef»' commun ^ + J?*, qui 
donne ^hi fitombte iadéieiimîiMé 4e csôlutio&s. Les autres sys- 
tèmes de valeurs sont 

33ft^. ^kdrlatr^ue il. H pccft «Ktiver que les termes «n a: se dé- 
truisent dans le dernier reste , qui se réduit aloi*s à -un nombre. 
Comme ce reste ne peut devenh* égal a zéro , il «en résulie que 
les équations proposées sontiBCorapa^ibles^ «i 4'-oii n'a d'ail- 
leurs «tipjAÎmé aucun fecteur trommun isUscÊptilile ile^oiwsr 
des solutions. 
Ce cas se rencontre ^ns l'exemple suivant : 
Exemple YI. Soient à résdûdré lés deux équations 

Le dernier xest^ est ^ 2. JQimisles «quations smut inoolipa- 
tibfeS|.ce queJcnr ex^aw^paiu d'«Ulw#s fiuire 
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En effet la première se décompose en 

(/ — ^ 4- 3) J7 -I- 7 4- 4: = o , 
qui y en vertu de la secoorlci devrait donner 

Hais d'après la seconde on a 

/*«~jr*=: — 3 ou(7 + ar)(/ — ar)=: — 3^ 

ou y + x=i , el par suite — -= o; 

or on ne pourrait saUsfaire à cette équation qu'en posant 

— 3 = o, 

333k JtBmùrque Ul. Nous omettons les solutions inêmtê^ qui 
oe peuvent s'obtenir par les procédés îadiqués plus haut y et ne 
sont utiles, en général , que dans les applications de l'Algèbre 
à la Géométrie. An reste, on peut obtenir les vale\ftrs d*tiire in- 
connuie sc^ qui "correspondent à des valeurs infinies dey, eti 

faisant d'abord r=~ et ensuite z=: o. 

334. Remarque IV. Si Von veut obtenir les solutions cora- 
rannes à n équations contenant n inconntt^s, il faudra combiner 
une des n éqnations avec les n-^ i autres, de sorte qu'en éli- 
minant une même inconnue xlans chaque système particulier, 
on aura n — i équations ne contenant j>lus que m — < incoB- 
nues. En opérant toujours de >mâme, on abtietidra chaque fois 
un système d'équations dont le nombre , ainsi qile cekû des 
inconnues, sera moindre d'une unité que dans le figrstèrae pré- 
cédent; de sorte qu'on finira par obtenir une équation à une 
inconnue^ ou Téquation finale. Lorsqu'on aura déterminé ses 
valeurs, on en déduira celles des autres inconnues au moyen 
de substitutions faites convenal^lëmènt. Mais on doit éviter le 
plus possible de se livrer à ces sortes d'éliminations qui ré- 
clament lés soitis les plus mihiitieux pour écarter les solatîoïks 
dusses , et qui d'ailleurs exigent , en général , des Calculs d'tine 
longueur désespérante. C'est pourquoi nous n'entrerons ^dans 
aucun détailà cet égard. 

Votfiy aw le degré de 1 equatîoa Anale , un -ihéofèale âû à 
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Bezout, et qui a été rigoureusement démontré par M. Poissoi 
dans le onzième cahier du journal de i*École Polytechnique. 

Si entre m équations contenant m inconnues on élimine m— ^ 
inconnues, le degré de V équation finale est tout au plus égà 
au produit des degrés de ces mêmes équations. ' 

S a. Applications h Féquation aux carrés des différences et j 
Véifanouissement des radicaux. Résolution de V équation gé' 
nérale du troisième degré. 



jipplieation de Félimmation à la recherche de Véquation aux 

carrés des différences. 

335. Une des plus importantes applications de 1 élimination 
consbte dans la recherche de 1 équation aux différences ; ce qui 
donne lieu au problème suivant : 

Problème. Étant donnée une équation d^un degré quelconque 
à une inconnue, en déduire une autre dont les racines soient 
les différences entre celles de la proposée prises deux à deux. 

Représentons 1 équation proposée du degré m par 

F(ar)=:o 

- et ses m racines par a , i, c , 

Supposons d'abord qu'on demande une équation dont les 
racines soient les différences entre la racine a et les iti-— i 
autres ; il faudra poser 

yzzzx — a, d'où j: = a+/; 

et en mettant cette valeur de x dans F (.^r) = o , on aura 

F {a +y) = o. 

Si on développe le premier membre comme on l'a vu plus 
haut (3io), et qu'on représente par F' (a), F" (a), F'" (a),, ... 
. les dérivées successives de F (cl)^ il vient 

F (a) + F {a)y + - F" {a)x* + -L Y"{ay + etc. = o. 
Mais F (a) =0, puisque x est racine de F {x) =o. En sup- 
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primant le terme F (a), l'équation précédente devient divisible 
par/, et a par conséquent une racine nulle. En efFet, d*après la 
relation ci-dessus,/ représente la différence entre la racine a 
et toutes les racines de la proposée, j compris a; donc Tune 
des valeurs de / est a — » a ou zéro. On supprime cette ra- 
cine nulle, en divisant par/, et Ton a l'équation 

r(a) + i F"(«)7+ -^ F"(«}r* + etc. =o, 

dont les racines sont les différences entre a et les m — i autres 
racines de la proposée. 

Or, si l'on y remplace a par b, on aura de même une nou- 
Telle équation dont les racines seront les différences entre 6 
et les m — i autres racines de la proposée; ainsi de suite. De 
sorte qu'en définitive on aura m équations dont les racines 
seront respectivement les différences entre chacune des ra- 
cines a^ bjCy. . . , et les m — I autres. 

Par conséquent, les différences des racines de lequation 
proposée, prises 2 à 2, sont les valeurs de j^ qu'on obtiendrait 
en mettant successivement chacune de ces racines au lieu de 
X dans l'équation 

F'(x) + - F"(^)7+ A F"'(x>-' +. . .=0; 

ce qui revient évidemment à substituer dans cette équation la 
valeur de a: tirée de l'équation proposée, c'est-à-dire à éliminer 
X entre ces deux équations. Effectuant cette élimination , en 
ayant soin de ne pas supprimer de bonnes valeurs et de ne pas 
en introduire de fausses , on obtient l'équation jBnale en / 
qui est l'équation cherchée , et se nomme V équation aux diffé- 
rences, 

336. On voit que l'équation aux différences est du degré 
m {m — i); car le nombre de ses racines doit égaler celui des 
arrangements qu'on peut former avec m lettres prises a à 2. 

En outre, cette équation ne peut contenir que des puissances 

paires de l'inconnue ; car si elle admet une racine a =a — b^ 

elle aura nécessairement une autre racine — 0L:=zb — a. Par 

conséquent, ses racines sont a à 2 égales et de signes con- 

M. Algèbre. 2^ 
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traires; de sorte que le premier membre pourra se décompose! 
en produits partiels de deux facteurs ayant la forme 

(/ — a)(7 + *)=/' — as- 
soit m [m — i)=:2/t ; alors 1 équation aux différences pourn 
s'éfcrire 

et si Ton pose y^-=zz^ elle devitindra 

j3"+ Pz"-' + Q"-\ , . +Tz + 11 = 0. 

Cette dernière équation , ayant pour racines les carrés des 
différences des racines de la proposée, se nomme IV<^Ma//bn aux 
carrés des différences, 

337. Si Von veut appliquer ce qui précède à Téquation géné- 
rale du troisième degré qui est de la forme 

on remarquera d abord que 1 équation aux différences et l' équa- 
tion aux carrés des différences ne changent pas, lorsqu on atig- 
Itteote ou quoB diminue d une même quantité toutes les n- 
cinei de la proposée. Si donc celle-ci a un second terme , on 
pourra d abord le faire disparaître (3o6) , et chercher ensuite 
réquation aux différences de la transformée, ce qui abrégera 
les calculs. 

Ainsi, dans notre exemple, on prendra simplement l'équation 

a^+ Q^-*-R=o. 

On fermera tes dériyées qui donaeroot, pour résultat de h 
flibsCîitttioB de ar +^ au lieu de a^ 1 équation 

Jir*-H 3ij + 7* + Qî=:o. 

Éliminant x entre ces deux équations , on trouvera pour 
Véquation aux différences 

/ + 6Qy*-*-9Qy + 4Q'-f-27R*=o, 
et pour réquation aux carrés des différences 

«» + 6Q*'H-9Q'zH- 4Q' + a7R*=o. 
Pour l'^ipiafsDii pantioiriière a^ — 4^^ %x — 4=0, Téipiatioai 
snix cftrrés des ^itfferenoeB- est > 

9^8* — î8i* — 9ïJ5 4-53a = 0. 
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AppUeaiion de VélimifiaUon à Véi^anouisêement des radicaux* 

338. Nous avons tu (3o2) que si Ton a une équation à une 
inconnue x renfermant des monômes fonctions de x affectés 
de radicaux, on peut aisément les faire disparaître; mais le 
procédé indiqué n*est plus applicable, si lés équations con* 
tiennent des radicaux affectant des polynômes fonctions d*une 
ou de plusieurs inconnues. Il faut alors un autre procédé pour 
làire évanouir les radicaux, et c'est Télimination qui le fournit* 

Supposons qu'on ait à résoudre une équation contenant des 
radicaux quelconques, ou plus 'généralement m équations à m 
inconnues, ces équatjops contenant n quantités radicales diffé- 
rentes en valeur et en indice. Si l'on égale chaque quantité 
radicale a une nouvelle inconnue, on obtient n équations 
qu'on peut immédiatement débarrasser des radicaux, en éle- 
?ai)t les deux membres de chacune d'elles à la puissance mar- 
quée par l'indice de son radical. Remplaçant alors, dans les 
équations primitives, chaque radical par l'inconnue qui la 
représente , on aura en tout m + n équations à coefficients 
rationnels ; de sorte que si l'on élimine d'abord entre elles les 
n inconnues introduites, il restera m équations qui serviront à 
déterminer les m inconnues primitives. 

Au reste , les méthodes d'élimination sont sr compliquées 
qu'on doit toujours s'efforcer d'en éviter l'emploi , même lors- 
qu'on veut &ire disparaître les radicaux d'une seule équation à 
une inconnue. 

339. Soit, pour exemple, l'équation 

3 

\/ — X'\' a — |/d? — I -_ I ==0. 

3 

Po«mt 1/2 — ^=j, \^x — . I = ;8 , 

ce qui donne a — x-=>y^^ x — i = A*, 

la proposée dcvien t y — Z'==.i. 

11 s'agit d'éliminer/ et z entre les trois équations précédentes. 

La dernière donne z ==/ — i ; substituant cette valeur dans 

aa. 
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ravant-dernière, on a 

j» — 2j — ^+2 = 0. 

Éliminant^ entre cette équation et 1 équation 2 — x'=-y^ 
on trouve 

-a^ — iZa^-^-Zix — 20 = 0. 

On obtient le même résultat en isolant le radical cubique 
dans un membre, et procédant par des formations successives 
de puissances. Car la proposée peut s'écrire 

\/^ JC-f- 2 = l/x I -h I. 

En élevant les deux membres au cube, et transposant les 
termes , on a 



4(i — j:)=(a7-|- 7)\/^a: — i. 

Alors, en élevant les deux membres au carré, on trouve 
1 équation ci-dessus 

a:' — i3jr*-h 32x — 20 = 0. 

Cette équation ayant pour racines a:= i , ;i?= 2, ^=: 10, il 
en résulte que la proposée admet ces trois solutions. 

Il est à remarquer que la racine x= i est la seule qui satis- 
fasse à l'équation , quand on considère uniquement la valeur 
arithmétique des radicaux. Car en y substituant x=2 et jr : io, 

on trouve 

3 

— 1/7 — 1 = et 1/ — S — V^g — 1 = 0, 

ou bien, en se bornant à la valeur arithmétique du radical 
carré , 

— I — 1 = 0, — 2 — 4 = o« 
Mais ces mêmes valeurs vérifient la proposée , lorsqu'on y 

change le signe du radical |/ar — i . 

Si aucune des valeurs de a: données par Féquation finale 
n*eùt satisfait à la proposée en considérant seulement les va- 
leurs arithmétiques des radicaux , alors , sous ce point de vue , 
l'équation eût été impossible. 

340. Le procédé indiqué en second lieu est bien plus simple 
que le premier fourni par l'élimination, et doit toujours lui être 
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préféré lorsqu'il conduit au but. Mais malheureusement il ne 
fait évanouir les radicaux que dans un petit nombre de cas. 
En outre , on ne doit pas perdre de vue que Téquation ra- 
tionnelle, à laquelle il conduit, doit donner toutes les valeurs 
de rinconnue qui conifiennent non-seulement à l'équation 
proposée, mais encore à toutes celles qu'on peut en déduire, 
en ayant égard aux différentes déterminations des radicaux. 
En effet, lorsqu'on égale chaque radical à une inconnue, et 
qu'on forme ensuite , pour chaque équation , les puissances 
marquées par l'indice du radical, on obtient des équations qui 
restent les mêmes pour toutes les déterminations des radicaux, 
et doivent par conséquent les donner toutes. D'ailleurs, elles 
ne peuvent admettre aucune autre solution , car l'indice du 
radical étant /i, on aura obtenu une équation du degré n qui 
n'est décomposable que d'une seule manière en n facteurs du 
premier degré. Or ceux-ci donnent précisément les n valeurs 
du radical. 

Voici les trois principaux cas où le procédé de l'élévation 
aux puissances fait disparaître les radicaux : 

i^ Lorsqu'une équation ne contient qu'un radical, comme 
on l'a déjà vu plus haut (3aa) ^ 

2^ Lorsqu'une équation ne renferme que deux radicaux dont 
l'un est du second degré. 

Il faut alors isoler dans un membre le radical du plus fort 
indice, élever les deux membres à la puissance marquée par 
cet indice , puis isoler le radical carré , et former le carré. Le 
résultat sera toujours débarrassé de radicaux, parce que les 
puissances d'un radical carré ne donnent aucune nouvelle 
quantité radicale. 

Par exemple , l'équation 

3 

donne (R^ + 3QR — P)' = (3R' + Q)HÎ. 

3*" Lorsqu'une équation ne contient que deux radicaux cu- 
biques, comme 
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Car en élevant au cube on a 

p' =Q+ R +3 {C^Jyt+i\yqyii)\ 

3 3/3 3 \ 



OU 



En ëtevànt encore au cube, aprèft avoir remplacé i/^ + (/| 
par P y oh a 1 équation rationnelle du neuvième degré 

(F— Q— ft)»=27P'QR. 

Remarque. Ce dernier cas revient évidemment à Former une 

équation rationnelle qui ait pour racine ar=V^Â + l/î. 
X'équatioif cherchée est du neuvième deg^é, parce que, d aprè$ 
la nature du procédé employé y elle doit donner les racines de 
trois équations différentes du troisième degré , comme on le 
verra ci-après. Donc, réciproquement, les racines de 1 équa- 
tion du troisième degré seront exprimées par des formules 
semblables à celle ci-dessus. Nous allons montrer comment oo 
peut les obtenir. 

* Résolution de Véquation générale du troisième degré. 

34 !• Supposons qu'on ait fai't disparaître lè second terme 
'de Véquation générale dû troisième degré, et, pour eviW les 
fractiops , qu'elle soit alors 

3^ + ZpX + 2^ = 0, 

p^q étant d^ quantités réelles. 

Le moyen le plus simple de la résoudre consiste à poser 
^ =7/ + j; , dont le cube donne 

ou bien a? — Zyz.x — (/*-!- »*)=ô. 

Pour que cette équation soit identique avec la proposée, il 
fiiut poser les égalités /zrir— ^/? ,7' ■-|-';2'= — ay; et comme 
de la première on 'déduit 7*2*=—/?', 'on voit que 7* et «''sont 
les deux racines de lequation du second degré en t 

i^ + 2qt — p^z=zOf 

qui se nomme en particiu^r la réduite de l'équation proposée. 
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Les racines 4e la réduite sont 

mais comme on peut prendre indifféremment i une d'elles pour 
/ ou pour 7?^ on aura , par exemple, 

3 3 

doù X =!/ — q + yq*+pj t=l^ — q — ^^nçp; 

3 

donc a: = l/^ — q + V^q*^pi + [/^ — q — V^q» ^ph 

Dans cette formule, chacun des radicaux carrés n'est suscep- 
tible que d!*tine seule détermination, et chaque radical cubique, 
au contraire, parait au premier abord en avoir trois ; ce qu} 
fournirait pour â: neuf expressions différentes, tandis que 
I équation proposée ne peut avoir que trois racines. 
Ot il est clair qu'on n*a pas résolu les deux équations 

çiais bien }e$ deux suiY^p|:^9 

ctcomnwr tovèe qaamtifé -a trob racines cubiqaes , «i IVmi r e p rë * 
sente itociJMKS (an) par a et tt' les ««einci 0Bi)kfÊm imagi- 
naires de r«m«é, r-ëqaation y^2^=: — f^ «dmtmra , pMr iê 
fttdwit yz^ i«« trois tralema — jp, — «5^, — «rtp. Donc b 'fer- 
mule ea X ^ît Amnfy à la Ibis les Tacines des ^trats «équeiîeiu 

et l'on di5tiii|;uera fiiCTiement les trois valeurs relafirVtes * tha- 
cune d'elles par la considération que la somme 7 4- ^ diftix çtf^ 
telle que le produit j-z égale — p , ou -— -û^?, f^u — a*p. 

Ainsi, pour la première des trois équatioqs, la seule qui nous 
occupe ici , on formera les vrieurs de x en n'ajoutant que l,e# 
valeurs de 7 et de z dînant un {>roduit réel. 

iSi 4ï>q€ on représente car A lune qy^coi^w^ de^ Ai^s m- 
leurs du premier radical cubique,, et >pj^r B lune i^ valfiitrs 
du secoiiâ , en observant d'ailleurs ^ue «^ = i .^t a* = a , ^^ 
aura pour x les trois seules ^utlcMrs 

ar = A + B^ ar=:«à + «*, wr=r«>A + «B. 
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Si Ton veut discuter ces valeurs, comme on a 

_x+l/Z3 ^ , -1-1/^=3 
a:=L et a* = -^ 

on les mettra sous la forme 

^ „ A+B A— B, >^-^ 

a a 

Il j a trois cas à considérer. 

I® Soit q^+p^>o. Dans ce cas, / et z admettent chacun 
une détermination réelle, A et B par exemple. Donc A + Bet 
A — B sont aussi réels. Par conséquent, la première racine est 
réelle , et les deux autres sont imaginaires. 

7? Soit y* +/?' = o; alors A=B. Dans ce cas les trois ra- 
cines sont j7 = aA, â? = — A, ar=:— -A, et par conséquent 
toutes réelles, dont deux égales entre elles. 

3° Soit y* +p^ < o , et par suite p négatif. Alors ^ et z n'ont 
plus de détermination réelle, et les valeurs de x sont compli- 
quées d'imaginaires. Or la proposée doit avoir au moins une 
racine réelle, et, en outre, si les trois racines sont réelles et 
inégales, ce ne peut être que dans le cas actuel (389). 

On peut encore prouver directement que les trois racines sont 
réelles* En effet, soient A et B les déterminations de ^ et de z, 
telles que ;i7 = A + B soit la racine réelle a, les deux autres 

racines seront aussi réelles , si la quantité - (A — B) V^i 

est réelle. 

A' B^ 

^^^^^ ^_3 =A'4-AB + B% 

A- ^ A o A3— B' . 

dOU A B=:-T 7r=r =r-; 

a*+abh-b*' 



mais f ou A'=— ^+1/5^»+/?', et »• ou B»=— y— 1/^+/. 

Donc A*— •B'=al/5r■^-/?^En outre, dans le cas actuel, 
A + B=;a, et ABs — p'^ donc 

A-B=±5Ï±£!, 
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et par suite i(A— B)|/=3=^:^^^SI±ZI, 

expression réelle, puisque q*+p^ est une quantité négative. 

Ainsi les trois racines de la proposée sont réelles. 

Cependant on ne peut ici débarrasser la formule en x des 
quantités imaginaires qui s'y trouvent, à moins d'exprimer 
chaque radical cubique par une suite infinie de termes. Ce cas, 
où l'Algèbre ne peut réduire la formule à une quantité réelle, 
quoiqu'elle le soit cependant, a été nommé pour cette raison 
cas irréductible du troisième degré. On divise d'une manière 
très-simple le premier membre de l'équation proposée par le 
facteur a: — a correspondant à la racine réelle, en remarquant 
qu'on a la relation a^+ ipa + 2jr = o, qui, retranchée de la 
proposée, donne a^ — a' + 3/? (x — a) = o ; 
d où Ton tire 



x^ 



^^ i=x'4-£ix4-a*4-3p=:o, 

. .•4.1 ^mA li 



et par suite 



=-i.±v/-<i^+.) 



Ce sont les deux autres racines de la proposée. 
On peut s'exercer à vérifier qu'elles s'accordent avec les ra- 
cines fournies par les formulées générales. 



SECTION IV. 

DIYISEUM DU SBCOKD DBGRÉ. ABAISSEMENT DES ÉQUATIONS. ÉQUATIONS ftÉCIFBOQUfiS 

ET BINÔMES. 



S I*'. Recherche des diinseurs du second degré. *^ Résolution de 
réquation générale du quatrième degré. 

Diviseurs du second degré. 
34a. Lorsqu'on cherche les diviseurs d'un degré quelconque 
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d'une équation ) on suppose toujours que celle-ci est ramenée 

à la forme ordinaire af^ 4- P.r*"* + Qjs^** 4- =.o, et que 

les diviseurs ont aussi l'unité pour coefficient du premier 
terme. 

Jja détermination des diviseùk*s d'un degré supérieur au se- 
ébnd offrant peu d'utilité, et dépenaant d'ailleurs d'un sys- 
tème d'équations entre autant d'inconnues qu'il y a d'unités 
dans lé degré de ceis diviseurs , nous ne nous occuperons que 
de ceux du second degré. 

On a vu (>87) que le nombre de ces diviseurs e^t «^ mt^ — t) 

pour une éqnation X=o du degré m. Le moyen le plus naturel 
de tes aéterminer est de représenter l'jin d'eux par a^+pa:-\-q^ 
et de chercher à quelles conditions p et q doivent satisfaire 
pour que X soit exactement divisible par a^ + pa: + q. Or si 
l'on effectue cette division jusqu'à ce qu'on obtienne un reste 
de la forme ^ + Ç du premier degi*é eu x^ il faudra que ce 
reste soit nul indépendamment de toute valeur Ae x^ et que 
par conséquent l'on ait séparément A = o , B = o. 

Si l'on peut résoudre ce syst%ide d'équations, les couples de 
valeurs qu'on en déduira pour/? et q donneront tous les diviseurs 
du second degré de X=o. Mais comme l'équation finale, qu'on 
ol^tièAdra eti éliminant/? ou q euttelés deux équations, sera du 

degré -m{ni — i), nombre plus grand que m si m est > 3, 

on voit qu'en général il sera plus difficile de trouver les divi- 
seurs du second degré d'une équation que de la résoudre elle- 
même. 

A» Vèsftè , 1! é^^ftéta toujours des couples dfe vaièn w ïëelte 
de p ex àe q satisfaisant aux équations A = o, B = o, puisque 
le facteur du second degré correspondant à deux racines ima- 
gioaires con}figué6s est «éel {â^a). £n ^utre., ie noBibre de ces 

couples sera àii tôoîhs égal k-m ou - (m-^i), selon que m sera 

pair ou impair. Tous ces couples, supposés déterminés , feront 
connaître tous les 'dèvisétn^ du secofnil degré de X = o , et 
p^^r suit^ ^oute$ <ç^ «acines imaginaires. S'il .y a 4«s couples 



! 
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commensurables, les diviseurs correspondants le seront «i^ssii 
; et serviront à ramener la résolution 4^ 1 eijuation X=o à la ré* 
solution d ufie équation de degré moindre et à celle d'autres 
équations du second degré. 

^4^* ïl ^t souvent plus commode de cherche^* les diviseurs 
du second degré par la méthode dite des càefficienù ïniétér" 
minésg qui consiste à représenter par des indéterminées lès 
coefficîentÀ du quôiieAt. Ces coefficients ^ )étaht ati iioknbre 
de m — a, feront, avec ceux du diviseur^ m inconnues^ kfù'on 
déterminera d'après la condition que le quodent, làultipHé pmr 
le diviseur, reprodidse identiquement le premier membre de 
leqoation X = o. 

344* Appliquons la première méthode i l'équation du troi« 
sième degré, qu'on peut toujours ramener à la forme 

a?' + Qa; + R = o. 
En divisant le premier membre par x^-^px-^q^on trouve 
ip* — îf + Q) J^ "^PÇ + ^ P^ur le reste du premi^ degré en 
X, ce qui donne les deux équations 

/!»— f-l-Q=50,/iy + ft = o. 
En éliminant q entre ces deux équations*, oit a 

qui doit fournir les valeurs iep, tJëtfe équation étant tout à fait 
semblable à hi proposée, ià question n'a 'feit aucoh "j^rogrës. 

Or il est facile de voir quil ne pouvait en ^èti^ antrëMcbt. Dm 
«fffet , 'soient a , 6, c les racines de ia ^ofros4e. 'Gotnmè éHè 
manque de second teilrie», il efirt^làir qu'on a 

a + A + c = o, d'où a + A=: — -c, a'^c:=: — i, i + c = — •&. 

Comme la somme de deux quelconques des racines doit égaler 
— Pjii est clair que les trois valeurs de p sont 

/>= — (a+A)=c,/?= — (a-|-<?)=i, /?= — (i+c)=a. 

Aiùsi i'ëquation £nale en p doit avoir lé^'mémè^ Vadnes que 
la proposée. 

345. Appliquons maintenant la seconde méthode à 1 équation 
du quatrième degré privée de second terme 
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Sî Ton divise le premier membre par x^ +px -^q ^le quo- 
tient sera de la forme a:* + mx + « , et Ton aura 

(x* -h/?^ + y) (^* 4- /^J? 4- /î) = ^* + Q^* + R J^ + S. 

Développant le produit , puis égalant entre eux les coeffi- 
cients des mêmes puissances de .r, on obtient les quatre équa- 
tions 

Enfin , éliminant m^n eXq entre ces équations , on a l'équa- 
tion finale du sixième degré 

Comme elle ne contient que des puissances paires de /?, on 
là ramène au troisième degré en posant y>'=z, ce qui donne 

z'^ 2Qz'+(Q*— 4S) 5;— R»= o; 

et si Ton peut déterminer les valeurs de ^, on en déduira pour 
p six valeurs, deux à deux égales et de signes contraires. 

On pouvait aisément prévoir cette réduction de Téquation 
finale au troisième degré. 

En effet , soient a, b^c^dy les racines de la proposée , les six 
valeurs de/? seront 

— a — i, — a— -c, — a — d^ 
— b — c, — b — rf, — c — rf. 

Or fl+i+^+rf=o,d'où a-4-i=— (c-|-rf),a-|-c=:— (é-f-^)> 
et a+dz=: — {b+c). Donc les six valeurs de/? doivent être 
deux à deux égales et de signes contraires, et par conséquent 
l'équation finale ne peut contenir que des puissances paires 
de/?. 

L'équation du troisième degré, à laquelle se réduit l'équa- 
tion finale du sixième degré, se nomme ^ pour cette raison , la 
réduite. 

* Résolution de F équation générale du quatrième degré. 

346. Ce qui précède conduit à la résolution de l'équation 
générale du quatrième degré, qui est, après qu^on a fait dispa- 
raître son second terme, de la forme 

(i) a^*+Qa;*-^IU'-^-S = o. 
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La réduite étant 

^'4-2Qz'-4-(Q'— 4S)z — R» = ô, 
si l'on représente par z', z' , 2l"y ses trois racines, dont on peut 
toujours obtenir les formules générales (341)9 on aura pour les 
six valeurs de p (345), 

p=±V^, p=z±\/^, p — ±]/^. 
Or les valeurs de/i, exprimées en fonctions des racines, sont 

/>=±(a + *), p=2zt(a + c), p=:±:{a + d). 

Donc a-+-*=±V/?", a4-c = ±l/?^, a + rf=±l/^. 
Si Ton fait la somme membre à membre , comme 

on a 

a = i (±lX7d= l/F ± 1/7)- 

Cette formule doit donner les quatre racines de la proposée, 
puisque a représente 1 une quelconque d*entre elles. Mais si 
Ton combine trois à trois les signes des radicaux, on trouve 
pour a huit valeurs différentes. On voit, en effet, qu'il doit 
en être ainsi; car la réduite, ne renfermant que la seconde 
puissance du coefficient R de la proposée, s'applique égale- 
ment à l'équation qui résulte du changement de R en — R, et 
doit par conséquent fournir aussi les quatre racines de cette 
nouvelle équation. Pour exclure ces dernières , il suffit de se 
rappeler que le coefficient R, pris avec un signe contraire, doit 
égaler la somme des* produits des racines prises trois à trois. 
Or on peut obtenir cette somme en développant le produit. 
[a+lf)[a'\-c)(a+d)j puisque l'ensemble (âr^+a*i-ha'c-ha*rf) 
des termes excédants est nul , à cause de a+b+c+d:=zo. Par 
conséquent les signes des radicaux dans l'expression de a doi- 
vent toujours être tels que le produit {a+b) (a+c) (a+rf) soit 
d'un signe contraire à celui de R, ce qui réduit les huit com^ 
binaisons de la formule ci-dessus aux quatre suivantes : 



bièti fetitèndu que , dans leà applications , oh prendra pour 
+ W^, 4- \/^^y + 1/? , trois déterminations telles que leur 
prçdiift ail: le méoie signe que R. 

347. La réduite a toujpurs une racine positive, puisque son 
dernier terme est négatif; et comme^ en outre, le produit des 
trois racines doit être positif (a88), les deux autres, si elles 
sont réelles , ont nécessairement le même signe. 

Il ne peut donc $e pré^ei^ter que tf ois cas. 

I**^ CAS. Les trois racines z, z', z" de la réduite réelles et 
gQ$iti^eSp 

Aloi^s \^ proposée a ses quatre racines réelles. Le produit 

(+1^) i+i^') i+K^") 

étant toujours positif dans ce cas, nos formules générales ne 
sont immédiatement applicables que si R est positif; s'il était 
négatif ,, on aurait à changer le signe de lun des radicaux. 

II* cfs. Les trois racines de la réduite réelles, mais Vune z 
positive y les deux autres ii\ z'" négatives. 

pans ce ca$, le seul ra^dical \/^ est réel, les deux autres 

\/^' > )/^' sont imagju99Jres. Donc les quatre radines de la 
priVpoMe *ont ^m^nair/es> excepté dan^ Thypoliièse z' =1^^ 
Alocs les deux pre^nières formules se réduisent à la quantité 
lééHeiylfj les deux autres valeurs de x sont imaginaires ; en 
oùtre,comnieV^iâf' et l/?^ *ont delà forme al/^, pV/II7, 
le produit (+V^){+)/^(+]/^) devient — a^V^. D 

Ëiudra donc prendre pour J/i^ la déterrainal;ion dppt Iç signe 
est contraire à celui de K. 

1I1« CAS. Une JWH^ z' pûsiffye^ ,les fl^ux autres z", z*' ima- 
gùuUres, 



r 
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Dans ce cas, on peut diviser la réduite par z — jz*, ce qui 
donnera une équatioo du second degré, dont les racines seront 
de la forme ^"=«+ p|/^, z"'-=zol — pl/-^i. 

Or les racines carrées de ces expressions son^ encore (îS?) 
des expressions de même forme; on aura donc 

et si l'on prend pour -¥\/7\ 4-1/?, les expressions con- 
juguées m + nV/^ — I , m — n[/^ — i, 
on aura (+l/7')(+l/7) = m- + /i*. 

Comme le produit (+1/?) (+1X7') (+1/7) doit avoir le 
même signe que R, il faudrg donc choisir pouf +\/^7 la dé- 
termination de même signe que R. Ainsi les quatre valeurs 
de X seront 

X=: — 1/7 + 27/1, X=: — l/? — 2/W, 
j:==+V/7+a/l|/ — I, JC=Z2 + V/? — 2w|/^r— j, 

dottt kft deux prenièrei réelles , et les deux autres imaginairts* 
Remarque. Nous avons omis le cas R=:o, qui ramène la pr<9- 

posée à une équation trinôme réductible au second degré. 
Application. Prenons, pour exemple , ^équation 

signalée par Lagrauge comme mettant en défaut la règle don- 
née dane la iiot^ t3 de son Traité de la riioboion de$ iqua^ 
tiens nwnériques. (Voye^, dans Tédition de iSo^, la Cwreetiot^ 
finale j p. 3i3.) 

Comparant cette équation i 1 e^uaùoja géaérale ^y4c dç 
secood terme 

ar*+Qar* +Rr + S = o, 
on a 

Q = + a,R= — 8,S=: + 5. 

La réduite est 

z^ + t^z^ — |6z — 64 .= p. 

3i l'o» fajit inaiiit«paut ^ ;= « -r- 1 ^ ou obtij^i^ J# ticifiiisffripée 



I|3 ttU-^ ^ = 0. 
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privée de second terme 

64 1024 

3 27 

Comparant cette équation à Téquation générale privée de 
second terme (340) ^ "^ ^P^ + a^ = 0, dont les racines sont 
fournies par la formule 

« 64 1024 
on a 3p=— y, 2^ = — , 

d'où Ton tire 

64 5 1 2 • 

substituant ces valeurs dans l'expression générale ci-dessus , on 
trouve que y* + je?*= o ; il vient donc 

. /5i2 16 

et par suite z = 4* 

Divisant alors le premier membre de la réduite par z — 4? 
on trouve que ses deux autres racines doivent être données 

par réquation 

z* + 8z+ 16 = 0, 

et sont ainsi toutes deux égales à — 4* 

On a donc pour les trois racines de la réduite 

2'= + 4, -3"=— 4,z"= — 4. 

Prenant respectivement pour -4-1/7, +l/^", +\^z"'j 

les déterminations +2, +2I/— 7, ~|-2l/-^i dont le 
produit est négatif, aussi bien que R, on a enfin pour les 
quatre racines de Téquation proposée 

07=: I, ar=i, xz=: — i + iV^HT, ^=— I — ^y'ZIl. 

S 2. Abaissement des équations. Equations réciproques et 

binômes» 



Abaissement des équations, 
348. Abaisser le degré d^une équation , c'est ramener sa ré- 
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solation à celle d une équation de degré moindre. Par exemple, 
lorsqu'une équation X=:o a des racines égales, elle peut (3x4) 
se partager en plusieurs autres équations de degrés moindres , 
et par conséquent elle est susceptible d'abaissement On peut 
encore abaisser le degré d'une équation, quand on connaît 
quelques relations particulières entre deux ou un plus grand 
nombre de ses racines. 

349. Supposons d'abord que deux racines a etb d'une équa- 
tion F (x) = o soient liées entre elles par la relation 

pa + qb = k, 

f^qtlk étant des quantités connues. 

Il est alors facile de déterminer a et b. En effet, puisque a et 6 
sont racines de F (:p) = o, on doit avoir F (a) =0 et F (i) =0. 

Si l'on prend dans la relation ci-dessus la valeur de b , qui est 

— —j et qu'on la substitue dans F(i)=: o, on a F f ^ )=:o. 

Cette équation devant subsister en même temps que F (a)=;a, 
il en résulte que les deux équations 

(0 F(x) = o, F(i=£f) = o, 

doivent être satisfaites par une même valeur â?=:a, et que, 
par conséquent , les premiers membres ont un commun divi- 
seur D, qui, étant égalé à zéro, doit donner la racine x-=ia. 

Mais comme on a Y{ ^ J =0, il est clair que la quantité 

^est aussi racine de Y(x)-=.o\ si donc on la représente 

par i, on voit que l'équation F(:c) = o a deux racines ^=a, 
jTzzzi, qui satisfont à la relation donnée /?«+ qb=ik. 

La seconde des équations (i), prise isolément, a pour ra- 
cines toutes les quantités pour lesquelles l'expression f— 

devient égale à une des racines de la première F {x) = o. Donc 

les deux équations (i) ont pour racines communes toutes 

k — px 
celles de Y{x) = o pour lesquelles ^— reproduit une des 

M. Algèbee. ii3 
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racines de F(a:) = o. Par conséquent toutes ces racines com- 
munes seront données par Téquation D =:= o. 

Si donc une autre racine c de F (^)=o satisfait à la relation 

= c, elle devra être aussi donnée par l'équation D=:o. 



k — pc 



Il est presque inutile d'ajouter que le degré | de ¥{a:)=^o 
pourra être abaissé d autant d unités, qu'on aura déterminé de 
racinçs de l'équation. 

Dans le cas o\ipzs:q^ la relation donnée devient/?(a+ i)=:i 

ou, pour abréger, a + 6 = A. Alors, les deux racines entrant 

de la même manière dans cette relation , on doit obtenir le 

même résultat, soit qu'on élimine a, soit qu'on élimine L 

Donb l'équation D=o doit donner les deux racines a et 3, et, 

en outre, toutes celles de F (x) = o qui satisfont à la relation 

, h 

x + sz:=in ou X'=.-. 

356. Supposons maintenant que trois racines a, &, c, de 
l'équation F (^) = o soient liées entre elles par la relation 

pa + qb + rc z=. k ^ 

p^ q^r et k étant des quantités connues, on aura en même 
temps les quatre équations 

F(tf) = o, F(6) = o, F(c)=o, pa + qb + rc^zk. 

Si l'on élimine b élc entre les trois dernières, l'équation finale 
en a devra avoir lieu en même temps que la première. Donc 
ces deux équations auront un commun diviseur D, qui, étant 
égalé à zéro, donnera la racine a. Par suite on détermine» 
les racines b et c. 

Dans le cas où /? = ^ = r, le diviseur D est du troisième 
degré. 

35i. Prenotls, pour exemple, l'équation 

a? — 6x^ -h 3ar + lo = o 

où Ton sait qu'une des racines égale le double d'une autre 
plus l'unité. 

Soient a et ^ deux racines satisfaisant à la relation &=:!2<i+i; 
on a les trois équations 

o*.;— 6a'+3a+ io=o, i* — 6i* + 3i+io = o, i=:2a4-i. 
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Si Ton substitue dans la seconde la valeur de b donnée par la 
dernière, il vient, après avoir ordonné, 

%(â — 12a' — 1204-8 = 0, 

dont le plus grand commun diviseur avec la première est 

a* — .a — a. 

En régalant à zéro, on a lequation a* — a — 2=0 (jui donne 

a = ^, 

2 ' 

d'où a=2, a = — i, et par suite 6 = 5, i = — i. 

Le premier couple a = 2 , 6 = 5 fournit en effet deux racines 
de la proposée, qui satisfont à la relation £ = 20 + i. Le se- 
cond couple a = — I, b-=. — i, fournit ici la troisième racine 
de la proposée, et satisfait d ailleurs à la relation 6= 2a + i, 
qui, dans le cas actuel, devient simplement a= 2a + i. 

352. Il peut se présenter certains cas où le procédé qu'on 
Tient d'indiquer exige des modifications, ou même ne soit plus 

applicable. 

Par exemple, si lequation F(^) = o, où Ton sait que la 
somme de deux racines a + & = A , n a que des racines soit 

toutes égales à -â, soit les unes égales à -â, et les autres 

formant des couples c + d^e +f* . . , dont chacun = A , il est 
évident que lequation F (A — j;) = o , déduite de Téquation 
F(x)=o au moyen de la relation a + & = A, sera identique 
avec la proposée. 

Dans ce cas , il faut d'abord vérifier combien la proposée a 
déracines égales à -A, et les supprimer. Supposons qu'alors 

toutes les racines de Téquation • résultante F (or) = o soient 
distribuées par couples dont chacun ait A pour valeur, il est 
évident que si Ton représente par une inconnue auxiliaire z le 
produit de deux racines d'un couple quelconque, Téquation 
/(j;) = o pourra se décomposer en facteurs du second degré, 
tels que x^ — hx + z. Par conséquent, si Ton divise f{^) par 
^c'— .Aa;+ ;s, le reste du premier degré en x^ qui sera de la 

23. 
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forme Mar + N , devra être nul indépendamment de toute valeur 
de X, On aura donc M = o, N = o, et les polynômes M et N, 
ne renfermant d autre inconnue que Zy auront un commun 
diviseur D^ qui, étant égalé à zéro, déterminera £. Les valeurs 
de X seront ensuite fournies par Téquation 

x^ — Ar + z == o. 

353. L'inconnue auxiliaire z peut être prise de manière à 
satisfaire à d'autres conditions. Mais , dans tous les cas, il faut 
qu'on sache d'avance que toutes ses valeurs seront données 
par une équation d'un degré inférieur à la proposée. Par 
exemple, si l'on prend pour z la demi-différence entre deux 
racines d'un même couple , on a en même temps les trois équa- 
tions 

f[cL) = 0, a + i=;A, a — A = 25. 

Si alors on élimine h entre les deux dernières, on trouve 

I , 
a-=zZ'\ — n. 
2 

et si Ton élimine a entre celle-ci et la première, on a l'équation 
finale 



f(^+\h)—o. 



Cette équation sera de même degré quey(:r)=:o; mais 
chaque couple de racines devant donner pour z deux valeurs 

égales et de signes contraires , comme -[a — i) , - (i — «) ^ il 

en résulte que l'équation finale en ;z ne contiendra que des 
puissances paires de jz, et pourra par conséquent se ramener à 
un degré moitié moindre en posant z'= j. 

354. En général, étant données une équation et des rela- 
tions quelconques entre plusieurs de ses racines, pour abaisser 
le degré de l'équation, il faut considérer comme une inconnue 
distincte chacune des racines qui entrent dans les relations 
données, former les équations résultantes de leur substitution 
dans l'équation proposée, et y joindre celles qui expriment 
les relations données. Alors on élimine, entre ces équations, 
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toutes les inconnues excepté une que Ton conserve dans deux 
équations; celles-ci admettront donc un commun diviseur, qui, 
étant égalé à zéro, déterminera une ou plusieurs racines de 
lëquation proposée, ou les valeurs de Finconnue auxiliaire 
qu'on peut avoir été conduit à introduire. Dans ce dernier cas , 
les relations entre cette inconnue et les racines servent i les 
déterminer en totalité ou en partie. Enfin on divise le premier 
membre de l'équation donnée par le produit des facteurs cor- 
respondants aux racines trouvées. 

Des équations réciproques, 

355. Certaines équations indiquent à première vue qu'il 
I existe une relation entre leurs racines, et par suite sont suscep- 
tibles d'abaissement. Telles sont les équations dont les racines 
; se reproduisent , mais dans un autre ordre, en divisant suc- 
cessivement Tunité par chacune d'elles, et quon appelle pour 
cette raison (297) équations réciproques* D après cela , une 
équation réciproque doit rester la même lorsqu'on y remplace 

I 
a:par— . 

Si donc on veut déterminer les relations qui doivent exister 
entre les coefficients d'une équation pour qu elle soit récipro- 
que, il suffira de substituer - au lieu de x dans cette équation , 

et (4o) d'égaler, dans les deux équations , les coefficients des 
mêmes puissances de x , d'où l'on déduira les conditions de- 
mandées. 

Soit l'équation 
a:"4-Aa:^'+Rr"-"+Gr'^ H-Pjr^4-Qa:»-HUr+S=o. 

La transformée en -, étant ramenée à la forme ordinaire, 

X 

sera 

^ R Q P , C_, B_ A 
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Pour qu elle soit identique avec la proposée, il fout qu'on ait 

R A Q « P p C p B ^ A I j, 

S • S~ ' S^^^'S""*^' S~^' S^^ S 

Ainsi , pour que 1 équation proposée soit réciproque , il faut 
que toutes ces conditions soient satisfaites, et si elles le sont 
toutes, réquation sera réciproque. 

Or la dernière égalité donne S' = i , d'où S =± i. 

I** Si l'on a S = -h I , on devra donc avoir 

R = A,Q = B,P = C.... 

c'est-à-dire que les coefficients A, B, G, . . . devront être respec- 
tivement égaux aux coefficients R, Q, F,. . . et de même signe. 

ft** Si l'on a S = — i , on devra donc avoir 

R = — A, Q = — B,P=: — C... 

c'est-à-dire que les coefficients A, B, C, . . . devront être respec- 
tivement égaux aux coefficients R, Q, P, . . . et de signes con- 
traires. 

Mais dans ce second cas , si le degré m de l'équation est un 
nombre pair, le coefficient L du terme du milieu devra être 
nul , car il devra satisfaire à l'égalité L = — L. 

Donc en général, pour qu'une équation soit réciproque , il 
faut et il suffit que les coefficients des termes à égale distance 
des extrêmes soient égaux {chacun a chacun^ et de même signe, 
ou égaux et de signes contraires ; mais si, dans ce dernier 
caSj le degré de V équation est pair y le terme du milieu devra 
être nuL ^ 

D'après cela, les équations réciproques se réduisent, selon 
que le degré est pair ou impair, aux quatre formes suivantes 
où l'on a pris m numérique pour fixer les idées. 

(i) a:^+P^+Q^+R^' + Q^*+P^4-i=o, 

(2) x'+ P^+Qj:* + Qa:*+P:F4- 1 = 0, 

(3) oj'^+P^+Q^'— Q^*— P^— 1 = 0, 

(4) a:^-4-P^4-Q^— Qx* — P^— T = o. 

Nous allons maintenant nous occuper de l'abaissement de 
ces équations. 
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356. Nous commencerons par faire voir qu'on peut ramener 
toutes les équations précédentes à la forme (i). 

En effet} il est facile de vérifier que toutes celles de degré 
impair admettent Tune des racines 4- i ou — i , et que celles 
de degré pair de la forme (4) admettent à la fois les deux ra- 
cines -H I et — I. 

Car i^ si daiis Téquation (a) on rapproche les termes à égale 
distance des extrêmes , on peut lecrire 

(^5+ i) -t- Px {x^ +i) + Q<(:r+ i) ±=o, 

où le premier membre est évidemment divisible par le facteur 
x-hi qui donne la racine x= — i ; or si Ton effectue la division 
de chacun des binômes (z^+ 1),. « • • • par ûp+ i, on trouve 
l'équation suivante, qui est réciproque de la forme (i), 

— I x+t=zo. 



— I 


x' + I 


X'—l 


+p 


p 

H-Q 


+P 



2° De niéme l'équation (3) p^ut s'écrire 

(^_ i) 4- Pjc (^_ i) 4- Q.r* (a? — i) = o, 

dont le premier membre est divisible par le faoteuf x — i qu^ 
donne la racine j; = i ; en effectuant la division , on trouve 
l'équation suivante encore réciproque de la forme (i) 



^^+ I 
-HP 



x^-^i 

+Q 



X^+ l 

+p 



X'\rl=:0. 



y* Enfin l'équation (4) peut s'écrire 

(^_ i) + 'Px{x'—i) + Qx'{x'—i)=o. 

Elle admet le facteur x* — i qui donne les racines ^ = -+-1 
et :r=: — 4; en effectuant la division par ^— * i, en trouve 
l'équation suivante ^ également réciproque de la forme (i), 

x^ + Par^ + {i + Q) X* + 1?x + i ==0. 

Ce qui précède pouvant s'appliquer à des équations réciproques 
d un degré quelconque, il en résulte que toutes sont susceptibles 
d'être ramenées à la forme (i) , qui est ainsi leur forme carac- 
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téristique. C'est pourquoi nous nous bornerons à montrer com- 
ment on abaisse les équations de cette forme. 

357. Toute équation réciproque y à coefficients positifs et iPun 
degré pair^ peut se ramener à une équation de degré moitié 
moindre. 

Soit 1 équation 

Puisqu'elle est réciproque , elle aura n racines a , é , c , • . . et 
n racines-, -j^ -,... Donc Féquation, décomposée en facteurs, 
sera de la forme 

{x—a) (^— ^) (^— *) [^— {^—c) (a:— y ...=o, 

ou bien , en combinant les facteurs deux à deux , 

or, si Ton fait x H — =:z, d'où a^-^ 1 =zxzj on a 

\xz — (a-i — jx\ \a:z — (*"*"t]^ I^* — ^0-4-- ja:|.,.=o; 

et en divisant chaque facteur par a: ou l'équation par af^ il 
vient enfin 

Le nombre des facteurs en z étant /2, l'équation est évidemment 
d'un degré moitié moindre que la proposée , et a pour racines 

tous les couples « + -, b-\--=, £? + -,. . . 
* a h c 

Voyons maintenant comment on peut déduire l'équation en 

z de l'équation donnée. Si l'on divise celle-ci par af"^ et qu'on 

rapproche deux à deux les termes à coefficients égaux , il vient 

(^+^) +ï*(^'+^)+q(^-'+^.)+- • •="• 

Il reste à substituer aux binômes en x leur valeur en <z. 
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Or on a en général 



dou Ton tire, en mettant z au lieu de a: H — , 

En faisant successivement n=i,;i=a, ;i = 3,;i = 4***i 
et ajoutant la valeur de jt + - • on a 

3r+- = j3, ar'H - = «* — 2, ^^ H r=« — 3z, 

or or* x^ 

x^H — 4=z* — 4^* -h a, ar* ^ — 5-=:z* — 5a'-|-5«, etc. 

En effectuant ces substitutions, on obtiendra l'équation en z^ 
et quand on aura trouvé ses n racines , on en déduira celles de 

la proposée au moyen de la relation a? + - =^9 qui revient à 

X 

x^ — zx + I =0, 

d'où a:=-j3±v -z* — i. 

a '^ 4 

On voit que les deux valeurs de x correspondantes à chaque 
valeur de z auront un produit égal à lunité. 

Des équations binômes. 

358. On donne le nom d'équations binômes à toutes celles 
qui peuvent se ramener à la forme 

oT — A = o, 

Â étant une quantité connue quelconque. 

Ayant déjà traité cette équation en partant des valeurs mul- 
tiples des radicaux algébriques (2i3), nous nous bornerons au 
résumé suivant: 

Quelle que soit la quantité A, l'équation af^ — A = o a m 
racines et ne peut en avoir davantage (284)» ^^ outre , ces m 
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racines sont inégaies, puisque le binôme af^ — A et son dérivé 
maf*"^ n ont aucun facteur commun. Or chacune de ces ra- 
cines , élevée à la puissance m^^ doit reproduire A. Donc les m 



m 



racines sont comprises dans le radical Ix^, qui a par consé- 
quent 171 valeurs différentes et n'en a pas davantage. Ainsi se 
trouve démontrée laf proposition admise au n^ 210. 

m 

Si Ton pose x=.ay^ a étant une des valeurs du radical l/^, 
l'équation cd^- — A=o devient cTy^ — «""zzio, et en divisant pai 
a"", on a 

j**— •1 = 0, d'où. /rriV/ï. 
Donc on obtient les m racines de l'équation en or, ou les m 

m 

valeurs de ]/^ 9 en multipliant l'une d'elles par les m racines 

m 

de l'équation en / ou les m valeurs de l/T. 

Supposons la quantité A réelle, et pour comprendre à la fois 
tous les cas , prenons l'équation ^ qz A = o. 

m 

Soit x-=,ay^a étant la valeur arithmétique de l/Â , on aura 

/»q=i = o. 

Si m est un nombre impair 2/14-1, l'équation y"*^^ — i =c 
n'aura (218 , i^) que la seule racine réelle ^= i , et les racines 
imaginaires seront données par l'équation réciproque 

y^^y^r +1 = 0, 

qu'on sait ramener au degré n moitié moindre. 

L équation j*""^' +1=0 pourrait se traiter de la même ma- 
nière , mais il est plus simple de changer y en — /, ce qui ra- 
mène à l'équation /*""*"' — i =0» dont les racines, prises avec 
un signe contraire, sont celles de j""*"' +1 = 0. 

Si m est le nombre pair 2«, l'équation y^ — 1=0 n'a 
(2ï3 , 2**) que les deux racines réelles j^ = +i,j^ = — i.On 
pourrait trouver toutes les racines imaginaires en divisant le- 
quation j*" — 1 = par/' — i , ce qui donnerait une équation 
réciproque du degré 2/1 — 2. Mais il vaut mieux décomposer 
l'équation j*"— i = o en (7* — i) (7**+- 1) = o, dont les ra- 
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cines seront fournies par la résolution des deux équations 

y— i=o, j*+i=o. 

Quant à l'équation j** + 1 = o, dont toutes les racines sont 
imaginaires, on Tabaisse au degré n en posant y*z=zzy ce qui 
donne ^ -4- i = o. 

Nous terminerons par indiquer, comme exercice de calcul, les 
racines des équations j^ — i = o,/*+i=o, jusqu'à m^=z6. 

Éqaatîoiis. Racines. 

r'--i=o,.. /=±i, 

r= » 

( ^ 



j^-f- 1=0. • . 



J7 = l(l/q±V/=;) 



7 = 1 

^ — i=o...{'^— 4 — 4 *^ '' 

' — I— 1/5 . i/io + av/5 . — . 

r=— 4— ± 4 — «/-' 

!a pour racines celles de 7* — 1 = prises 
avec un signe contraire. 
j* — 1=0. . . se décompose en (/^ — 1) (7'4-i) = o, 
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Remarque. On ne peut, à laide de ces procédés, avoir exacte- 
ment les racines de Téquation j^ q= i = o que dans le cas où 
m est au plus de la forme 3.5.a\ Mais on les obtient égale- 
ment dans tous les autres cas à Faide des lignes trigonomé- 
triques. C'est ainsi qu Ampère enseignait à TÉcole Polytechni- 
que la résolution des équations binômes dans son cours 
d'analyse, que je m'estime heureux d'avoir suivi et rédigé 
en i8i4- 



CHAPITRE VIII. 

RÉSOLUTION SES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 



SECTION PREMIERE. 

RACINES COMMENSURABLES. 



S i^'. Recherche des limites des racines. 

359, Nous avons dit (276) qu'à défaut de méthodes pour 
résoudre l'équation générale de chaque degré, on s'est efforcé 
de perfectionner les procédés propres à déterminer les racines 
des équations numériques. Gomme ces procédés consistent, 
pour les racines réelles, dont nous nous occuperons d*abord, 
en une suite de tâtonnements bien coordonnés, la première 
chose à faire, pour restreindre les essais, est de déterminer les 
limites des racines réelles de Téquation donnée, c'est-à-dire, 
deux nombres qui comprennent entre eux toutes les racines 
positives, et deux nombres qui comprennent entre eux toutes 
les racines négatives. Nous verrons bientôt (364,365) que la 
limite supérieure des racines positives étant trouvée, il est fa- 
cile d'en déduire la limite supérieure des racines négatives, 
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ainsi que les limites inférieures des unes et des autres ; c'est 
pourquoi nous chercherons d abord la première limite. 

Recherche de la limite supérieure des racines positis^es. 

36o. Soit réquation X = o dont on peut toujours supposer 
le premier terme positif. On a vu (278) comment on peut tou- 
jours trouver pour l'inconnue x une valeur numérique /, à 
partir de laquelle toutes les valeurs plus grandes rendent le 
polynôme X de même signe que son premier terme, et de plus 
en plus grand. Ce nombre / est évidemment une limite supé- 
rieure des racines positives; car aucune valeur de ^9 à partir 
de arr=: /, ne pourra rendre X égal à zéro. 

Lorsque , le premier terme de Téquation étant positif, les 
autres ne sont pas tous négatifs, on obtient une limite plus 
rapprochée en déterminant par le même procédé une valeur 
numérique de x rendant le premier terme plus grand que la 
somme des termes négatifs. 

Soit, par exemple, lequation 

x^ + ^a^ — Sar* -4- 6j? — 100 = o. 

ix^ x^ 

On posera les inégalités — >8:r% — >ioo; la première 

h 

donne x > |/76 ou 4 ; 1^ seconde donne x > IXaoo ou 6. On 
peut donc prendre 6 pour limite supérieure des racines po- 
sitives. 

On peut encore déterminer, sans calcul et à la seule inspec- 
tion de l'équation, une autre limite, quelquefois inférieure à 
celle que fournit le moyen indiqué. 

Soit af" le premier terme de l'équation X = o , et N la valeur 
absolue de son plus grand coefficient négatif. Le cas le plus 
défavorable serait celui où l'équation aurait tous ses coefficients 
égaux à — N, excepté celui de af*. Si donc on assigne à a: 
une valeur ;r = /, à partir de laquelle toutes les valeurs plus 
grandes satisfassent à l'inégalité 

à plus forte raison , ces valeurs rendront-elles af^ plus grand 
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que la somme de tous les termes négatifs et par conséquent X 
positif. 

Or l'inégalité précédente peut s'écrire sous les formes suc* 
cessiyes 

x^> N(jr*-* +a:r-7». . . + « -f- 1), 



û^> 



X — I ' 



Waf'—i) 
af" ^ ^>o, 



X — I 



ou enfin 

X — I 



— L- ^ >o; 



cette dernière inégalité est évidemment satisfaite , si l'on prend 
.r = N+i oua:>N + i. 

Donc, dans toute équation^ on obtient une limite supérieure 
des racines positii^es , en ajoutant l'unité à la valeur aèsolue du 
plus grand coejfjftcient négatif. 

En appliquant cette règle à l'exemple ci -dessus | on trouve 
I + loo, limite bien plus forte que la première. 

36 1. Quand le premier terme négatif se trouve au delà du 
second terme de l'équation , on peut obtenir une limite moin- 
dre que la précédente. 

En effet , soit — Rjf*~* le premier terme négatif, et N le plus 
grand coefficient négatif; toute valeur de Xj qui vérifiera Tiné- 
galité 

ar > Nj?^* + Njf^"-' . . . + N^: -f. N , 

à plus forte raison rendra af^ plus grand que la somme de tous 
les termes négatifs de Féquation. En opérant comme tout à 
l'heure, on verra que l'inégalité ci-dessus peut s'écrire 

^'"-"+^ [jr»-'(^— i) — N] + N 



>o 

oc I 



qui sera satisfaite, si Ton prend :(? > i et tel qu'on ait 

x^-'{x^i)>N, 
ou, ce qui revient au même, 

(ar_i)-^(a:_i)>N, 

OU enfin {x — i)" > N , 
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n II 

d'où ^ = i+V/N, ou a:>i+l/N. 

Donc, on obtient encore une limite supérieure des racines 
positii^es, en ajoutant l'unité au nombre qu'on trouve en car- 
trajrant du plus grand coefficient négatif la racine d'un indice 
égal a la différence entre le degré de V équation et le degré du 
premier terme négatif 

En appliquant cette règle à l'exemple ci-dessus, on trouve 
I + lo pour limite. 

Remarque. On doit observer que, i° si le premier coeffi- 
cient négatif est celui du second terme de 1 équation, cette 
limite coïncide avec la limite L + N donnée par la première 
règle ; a** si le coefficient négatif N est < i , abstraction faite 
du signe, la limite i + N est préférable à celle que fournit la 
seconde règle. 

362. Le procédé suivant, dû à Newton, donne presque tou- 
jours une limite bien inférieure à celles qu on obtient par les 
règles précédentes. Il consiste à transformer Véquation en une 
autre dont les racines soient celles de la proposée diminuées 
d'une quantité /, qu on détermine de manière que la transfor- 
mée ne puisse avoir de racines positives, cest-à-dire ait tous 
ses termes positifs. Cette valeur de l sera la limite des racines 
positives de la proposée, puisqu'en les diminuant de /, on les 
rendrait toutes négatives. 

Soit lequation X=:o; posant x = ^ H- 79 la transformée 
pourra se mettre sous la forme 

L+L>-+-L'y+-^L'y...+r=o. 

en représentant par L, L',L",. . . les résultats de la substitution 
x=zl dans X et dans ses dérivées successives X', X'', ... ; alors il 
faudra déterminer / de manière que toutes les quantités L, L', 
L" . • . . , soient positives. Or on y parviendra par une suite de 
tâtonnements effectués en ne donnant à x que des valeurs 
entières, pour plus de facilité, et en commençant par déter- 
miner celle qui rend positive la dérivée X„«x du premier de- 
gré en j?; ensuite on l'augmentera successivement, silestnéces- 
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saire, jusqu'à ce quon rende positifs X„_,, X„_3,. ... X' et 
enfin X. 

Prenons 1 équation 

a:* + So:^ — 8:r* + 6^ — ïoo = o , 

qui nous a déjà servi d'exemple. 

On a X = a:*-!- 5a:' — 8a:'-|-6a:— lOO, 

X' =4r'-M5a:r»—i 6x4-6, 

X" 

— =6:r*+i5x — 8, 

X" 5 



a. 3 2, 

On voit immédiatement que x=i rend les trois derniers po- 
lynômes positifs , et qu'il suffit de prendre a:=i pour que X le 
soit également. Cette limite 3 est bien préférable à celles qu'on 
a trouvées plus haut (36o, 36i). 

363. On obtient souvent une limite rapprochée par une 
simple décomposition de l'équation. Ce procédé consiste à par- 
tager le premier membre en plusieurs parties , dont l'une peut 
ne contenir que des termes positifs , et dont les autres sont les 
produits d'un monôme par un facteur binôme ayant une puis- 
sance de X pour premier terme, et pour second terme un nom- 
bre affecté du signe — • S'il y a plus de termes négatifs que 
de positifs , on peut décomposer l'un de ceux-ci en plusieurs 
termes, pour n'avoir que des binômes à considérer. 

Prenons toujours l'équation ci-dessus. Parmi les différentes 
manières de la décomposer, choisissons la suivante : 

(a:* — Sa^) + (5^:' — loo) + 6:r = o ,' 

ou a:\a:^ — 8) H- S{a:^ — 2o) + 6x = o. 

Il est clair que toute valeur / de :r, telle qu'on ait or'' > 8 et 
x^>aOy rendra positives toutes les parties qui composent le 
premier membre, et il en sera de même pour toute valeur de x 
plus grande que /. Or l'inégalité x^>20 ou û[:>]y^ est sa- 
tisfaite par X = 3 , qui vérifie également l'inégalité jr* > 8. 
Donc /=:3 est la limite supérieure des racines positives. 

Cette limite, bien inférieure à celles qu'on a trouvées plus 
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haut(36o, 36i), est précisément égale à celle que fournit le 
procédé de Newton; et, en général , une décomposition bien 
entendue donnera uiie limite très-peu supérieure à celle que 
procure ce dernier procédé nécessitant bien plus de calculs. 

Recherche de la limite inférieure des racines positii^es, 

364* Si maintenant on yeut déterminer la limite inférieure 
des racines positives, on fait a?= - dans Téquation proposée; 

on obtient alors une transformée en /, dont la plus grande 
racine correspond à la plus petite racine de la proposée, et 
réciproquement. Donc en représentant par l la limite supé- 
rieure des racines positives de la transformée, j sera une limite 

inférieure des racines positives de la proposée. 

On peut aussi trouver directement une limite inférieure au 
moyen des coefficients de l'équation proposée. 

Car soit Téquation 

(i) ar... + fjc^-'' ]N:c'"-\..±U = o, 

où P représente le plus grand coefficient positif, et N le pluji 

grand coefficient négatif; en posant a7=->, on aura la trans 
formée 

— + -:;r~: — "z—: it U = o, 

y y~' y" 

ou bien 

Or, suivant que le dernier terme U de la proposée sera 

N +P 

positif ou négatif, q-^rr ou ^pr- sera le plus grand coeffi- 

ûent négatif de la transformée. Donc on pourra (36o) prendre, 

N P 

lans le premier cas, /= i -f- Yf> ®^j ^*°* '® second, /= i + tt» 

lOU 

I U I U 

ou -r 



/ I + N / I + P 

M. ALGiBRK. a 4 



Par conséquent , on obtient une limite inférieure des racines 
positives d'une équation , en dii^isanl le dernier terme par la 
eamme faite de ce dernier ternie et du plus grand coefficient de 
signe contraire à ce terme^ 

Mais en général, cette limite inférieure sera plus faible que 

la quantité j fournie par la première méthode, si Ton a pris 

pour / la limite la plus rapprochée possible. 

365. Les limites des racines négatites s'obtiennent éridem* 
ment d après les mêmes règles, en changeant a; en — x dans 
l'équation proposée , ce qui change le signe de ses racines, 

5 a. Recherche des racines commensurables. 

366. Nous Tenons de voir comment on assigne les limites 
des racines réelles d'une équation. Ces racines peuvent être 
commensurables ou incommensurables. On trouve les pre- 
mières , dont nous nous occuperons d'abord , à l'aide de pro- 
cédés fort simples ; que nons allons exposer. 

Commençons par chercher les racines commensurables en- 
tières. A cet effet, si Féquation contient des dénominateurs^ on 
les fera disparaître," alors tous les coefficijiats seront entiers, 
celui du premier terme pouvant être autre que l'unité. 

Prenons, pour plus de simplicité, l'équation du quatrième 
degré 

Aj?* + B;c3 + C^:' + Dar + E=zo. 

Soit a une de ses racines entières^ on aura 

Aa*H^ Ba* + €«• + Da-h É = 6 , 

d*oÀy «tt tiE^nspQsanrt et divisant par a, 

^=^-Aa*— B«*— Ca — D. 

a • 

Le second membre étant un nombre entier, il faut que a soit 
un. divis^^ur eitaeft de EL D'où il résulte qu'en pourrait tro<i.ver 
toutes les racines entières de la proposée, en essayant succes- 
sivement , soit avec le signe H- , soit avec le signe — , tous les 
diviseurs du dernier terme, après avoir, bien entendu, déter- 
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miné les limites des racines positives et négatives de Téquation, 

pour diminuer le nombre des essais. Voyons si Ton peut les 

restreindre encore davantage. 

E 
Posons --=£'^ transposons D dans le premier membre | et 

ditisons par a; il vient alors 

E'H-D 

— 2=— == — Aa' — Bii — C, 

d où il suit que a doit être un diviseur exact de Ë' + D. 
Posons = D' j en opérant comme ci-dessus on trouve 

a ' 

(fou fl suit que a doit être un diviseur exact de D^ + C. 

D' + C 

Posons de même =s C, il vient enfin 

a 

a 

Lorsqu'une seule des conditions précédentes n'est pas rem- 
plie, le nombre a n'est point racine; mais il le devient iiéces- 
sairemetlt dès qu elles sont toutes satisfaites. Car, en âiminant 
les quantités £', D', C entre les relations qui donnent leur^ 
valeurs, on trouve légalité 

Donc , pour qu^un nombre entier a soit racine d^une dquafion 
de degré m à coefficients entiers (dont le premier peut être autre 
que i), il faut et il suffit que a divise exactement i® te dernier 
terme; a** la somme qu^on obtient en ajoutant le coefficient du 
terme en n au quotient du dernier terme divisé par a; 3* /a 
somme du quotient précédent et du coefficient de x*; ainsi dé 
suite y jusqu^a la somme du coefficient dé x*"*' et du quotient 
précédent^ laquelle somme ^ divisée pat a, doit donner un qua-^ 
tient égal y et désigne contraire, au coefficient du premier terme. 

Remarque. Si Féquation manque de quelques termes , on la 
suppose complète , et l'on considère les coefficients des termes 

a4. 
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manquants comme égaux à zéro. Dans ce cas, les quotients, aux- 
quels il faudrait ajouter les coefficients qui sont nuls, doivent 
être soumis immédiatement à de nouvelles divisions, comme 
on peut le voir dans le second des exemples suivants. 

367. Pour faire les calculs avec plus d'ordre, on les dispose 
comme il suit, en ayant soin d'essayer d*abord les diviseurs + 1 
et — I , ce qui est plus simple que de les mettre dans le tableau 
des opérations. 

Exemple I. Soit lequation 

x^ +Sx^ — 44^ 4- 60 = o. 

Le procédé de Newton donnant H- 4 pour limite supérieure 
des racines positives, et — 11 pour celle des racines négatives, 
il e^t inutile d'essayer tous les diviseurs positifs de 60 qui ne 
sont pas moindres que 4 9 ^t tous les diviseurs négatifs qui ne 
sont pas moindres que ii. Par conséquent, après avoir re- 
connu que +1 et — i ne sont pas racines, on formera le 
tableau suivant : 

Diviseurs + 3, -f- 2, ^ a, — 3, — 4> — 5,-6, — 10, 
Quotients+ao, +3o, — 3o, — 20, — 15, — 12, — 10, — 6, 
Sommes — 24, — 14> — 74» — ^4, — Sg, — 56, — 54, — 5o, 
Quotients — 8, — 7, +37, » » » + 9, + 5, 

Sommes — 3, — 2, +4^, +i4> -f-io, 

Quotients — i, ^ i, » » — i. 

On écrit d abord sur une même ligne, par ordre de grandeur, 
et tant avec le signe + qu'avec le signe — , tous les diviseurs 
du dernier terme + 60, compris entre les limites + 4 et — 11. 

On place au-dessous, dans une autre ligne, les quotients du 
dernier terme + 60 par chacun des diviseurs. 

On forme la troisième ligne en ajoutant à chacun des quo- 
tients précédents le coefficient — 44 ^u terme en x. 

On obtient la quatrième ligne en divisant chacune des 
sommes précédentes par le diviseur correspondant de la pre- 
mière ligne. La division de — 64 par — 3 , de — Sg par — 4 1 
et de — 56 par — 5 ne s'effectuant pas exactement, il s'ensuit 
que — 3, — 4 et — 5 ne peuvent être racines de lequation. 
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On forme la cinquième ligne en ajoutant à chacun des quo- 
tients précédents le coefficient + 5 du terme en jc^. 

Enfin on obtient la dernière ligne en divisant les sommes pré- 
cédentes par les diviseurs correspondants , et les trois quotients 
trouves égalant le coefficient du premier terme de Téquation 
pris ayec un signe contraire, on en conclut que les diviseurs 
correspondants +3,-f-2et — lo, sont racines de l'équation 
qui, n'étant que du troisième degré, ne peut d ailleurs en avoir 
d'autres. En effet , Téquation proposée équivaut à 

(x — 3) (a: — 2) {x + 10) = o. 

Le grand nombre des diviseurs de 60 montre combien il a 
été utile de déterminer d abord les limites des racines, car 
autrement il eût fallu essayer tous les diviseurs 

-4-60, -4-3o, +20, +i5, +ia, +10, +6, +5, -h 4» +3, +a, 

'elles mêmes diviseurs pris avec le signe — , ce qui eût donné 
vingt-deux colonnes d'opérations, au lieu des huit ci-dessus. 
Exemple II. Soit 1 équation manquant de second terme 

a:^ — ip^r + 3o = o. 

Le procédé de Newton donnant -f- 4 ^t — 6 pour limites 
supérieures des racines positives et négatives, on n'essayera 
que les diviseurs de 3o compris entre ces limites , et après 
avoir reconnu que + i et — i ne sont pas racines, on dis- 
posera l'opération comme il suit : 

Diviseurs + 3, + 2, — 2, — 3, — 5, 
Quotients +10, +i5, — 15, —10, — 6, 
Sommes — 9, — 4> — 34, — 29, — 28, 
Quotients — 3, — 2, +17, » + 5, 
Quotients ^_ i, .-. i, > — i. 

Les trois racines de l'équation sont donc + 3^ + 2 , — 5. 

368. Passons maintenant à la recherche des racines commen- 
surables fractionnaires. On a vu (3o4) que si une équation , 
dont tous les coefficients sont entiers et dont celui du premier 
terme est l'unité, a des racines commensurables, ces racines 
sont nécessairement entières. On pourra donc trouver les ra- 
cines commensurables fractionnaires d'une équation, en la 



374 ALOBBIUB. 

transforinant en une autre satisfaisant i ces conditions , et 

Y 

quon obtient (299) en posant ^ = T} A étant le plus petit 

commun dénominateur des coefficients iractionnaires. Alors, 
si Ton cliercbe les racines commensurables entières de la trans- 
formée, en les divisant par ^, on aura les racines commen-» 
curables fractionnaires de la proposée. 

Pour simplifier le calcul, si le coefficient du premier terme de 
la proposée |i*est pas Tunité , il vaut mieux chercher d'abord 
toutes les racines commensurables entières , et diviser le pre- 
mier membre par le produit des facteurs simples correspon- 
dants à ces racine^. Le quotient, étant égalé à zéro, fournit 
line nouvelle équation dont toutes les racines commensurables 
sont fractionnaires, et à laquelle on applique le procédé indiqué. 

Exemple Uf • Soit Téquation 

ajr^ + x'— ■ 10^ — 2X+ ia = o, 

La D^éthod« de9 coe£Scients donne + 4 pour limite supé- 
rieure des racines positives* Ppur avoir celle des racines néga- 
tives, on change x en — x, d'où résulte l'équation 

aa^^^a^^^io^^ + a«v+ ia = o, 

qu'on peut écrire 

(x* — ioa?") + (:F* — a^)^!ix + ia==o, 
ou ^{a^^-io)+JC^(j: — i)+5ia:+ 12=0. 

Le premier membre ajant une valeur positive pour 0:= 4 et 
pour toute valeur de x plus grand.e que 4 9 ou en conclut que 
— 4 est une limite supérieure des racines négatives de la pro- 
posée. On n*essayera dope que les diviseurs d^ 12 compris 
entre + 4 et — 4- Après avoir reconnu que + 1 et — • i ne 
sont point racineft, on trouve que la proposée n'a qu'une ra- 
okie Oômraensurable entière qui est égale à — 2. 

Divisant le premier membre par ^ + 2 , on a le quotient 

qui , étant égalé à jérQ^ donnera les trois autres racines de la 
proposée. 
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Il 6*agit de résoudre rëquation 
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ou f — 37- — ^ + a4 = o. 

Le procédé de Newton donne + 6 pour limite supérieure 
des racines positives. Pour avoir celle des racines négatives | 
on chsLïkf^jrm "^y^i ce qui donne la transformée 

/-I-37' — 87 — a4=;o, 

laquelle peut s'écrire 

(/• — a4) -h 3/ \r— j J= o. 

Sous cette forine on reconnaît facilement que + 3 est une 
limite supérieure des racines positives , et que par conséquent 
— 3 en est une des racines négatives de 1 équation primitive. 
On n*essayera donc que les diviseurs de a4 compris entre + (^ 
et — 3, et Ton reconnaîtra que Téquation n'a qu une seule ra- 
cine commensurable entière qui est + 3. Donc la proposée n'a 

3 
qu'une seule racine commensurable fractionnaire, qui est H — • 

a 

Divisant le premier membre par 

(jr+a)far ] ou (j; + 2) (ax — • 3) 

on trouve pour quotient i:*-** a, qui, étant égalé à ^éfo^ donne 
les deux autres racifies incommensurables ^tfzss ±^^ 
Aimi l'équation, proposée a 1^ quatre racines 

— a, +-, -l-t/a, — Vu* 

2 

Remarque. Lorsque les coefficients de l'équation proposée 
sont peu considérables , il vaut mieux la transformer immé- 
diatement en une autre dont le coefficient du premier terme 
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soit l'unité 9 les autres coefficients restant toujours entiers. 

369. Les procédés qu'on vient d'indiquer ne faisant pas con- 
naître combien de fois les racines qu'ils déterminent peuvent 
entrer dans l'équation , 11 faut le rechercher ultérieurement. 

A cet effet, on divise l'équation par le produit des facteurs 
correspondants aux racines déjà trouvées, et l'on soumet 
l'équation résultante aux mêmes procédés que la proposée, en 
ayant soin d'essayer seulement ceux des diviseurs du dernier 
terme qui ont donné les premières racines. Divisant de même 
la seconde équation par le produit des facteurs correspondants 
à ces nouvelles racines, on obtient une troisième équation, 
qu'on traitera de la même manière; ainsi de suite, jusqu'à ce 
qu'on parvienne à une dernière équation n'ayant plus de ra- 
cines commensurables. 

On peut encore substituer successivement à jr, dans la pre- 
mière équation résultante trouvée comme ci-dessus, chacune 
des premières racines obtenues, pour voir s'il s'en trouve qui 
satisfasse à cette équation ; et ainsi de suite. 

Enfin on a vu (3 16, rem.) que si une équation X = o a plu- 
sieurs racines égales à jr = a , l'ordre de la dérivée de X , qui 
ne se réduit pas à zéro pour :r = a , indique le degré de mul- 
tiplicité de la racine a. 

Il suffira donc de voir combien d'équations 

X:=o,X=o,X =: o 

sont vérifiées par jr=: a, pour connaître le nombre de fois 
que a est racine de la proposée. 

370. Nous terminerons par indiquer un procédé dû à Nevir- 
ton, qui souvent réduit beaucoup le nombre des diviseurs à 
essayer. Il est fondé sur le principe suivant : 

Théorème. Si dans une équation à coefficients entiers ayant 
pour racine un nombre entier sl, on remplace x par un nombre 
quelconque n , positif ou négatif, le résultat de la substitution 
sera divisible par a — n. 

Car soit l'équation F (j:) = o ; a étant racine, on aura 
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qui sera une autre fonction de j: à coefficients entiers. Faisant 
dans cette égalité x=zn^ il vient 

— ^=/(n) ou bien _i_ = _/(,i), 

qui sera nécessairement un nombre entier. 

Cette proposition étant vraie , quel que soit Tentier n, on 
peut faire simplement n=+i et;i= — i. Alors on voit par 
ce qui précède que F(i) doit être divisible par a— »i , et 
F( — i) par a -h 1. D où il résulte que 

Tout dwUeur du dernier terme , qiU^ diminué ou augmenté de 
r unité, ne dit^ise pas exactement le résultat de la substitution 
de + i et de '^i dans le premier membre de Péqnation , ne 
peut être racine et doit être rejeté. 

Soit 1 équation 

4^* + 5j:' 4- Zx — 1062 :^o; 

la limite supérieure des racines positives étant + la, et celle 
des racines négatives -»6, les diviseurs de 1062 se trouvent 
d abord réduits aux suivants : 

-1-9, +6, +3, +2, —2, — 3. 
Or, eh faisant jr=+ i etx= — i dans la premier membre, 
on a io5o et 10649 abstraction faite du signe; il faut donc 
chercher quels sont ceux des diviseurs ci-dessus qui» aug- 
mentés de I, divisent 10649 et qui, diminués de i, divisent 
io5o. On trouve que les diviseurs -f- 6 , + 3 «t — a sont lei 
seuls qui satisfassent à cette double condition , et en les es- 
sayant d'après le procédé indiqué (367), on reconnaît que le 
seul diviseur + 6 est racine de l'équation ; les deux autres ra- 
cines sont incommensurables. 
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SECTION II. 

SiPARÀTIOM DES RAONES DIG0IIHEKSIIRAIILE8. 



$ i^. Théorèmes fondamentaux. Théorème de M. Aurm et 

Ofplications. 

371. La rei^herche des racines incommensurables se compose 
de deui: parties bien distinctes : la première , qui ^e nomme la 
séparation des racines ^ consiste à déterminer, pour chacune 
d'elles, deux nombres qui la comprennent et n'en coniprennent 
aucune autre. La seconde, qui se nomme ï approximation des 
racines y a pour but de déterminer, pour chacune d'elles, une 
valeur aussi approchée qu'on voudra. 

En outre, si l'on change dans une équation l'inconnue x en 
— - :r, on aura une transformée dont les racines positives, prises 
avec le signe — , seront les racines négatives de la proposée. 
Par conséquent, il suffit de savoir déterminer les racines posi- 
tives. 

La séparation des racines incommensurables repose sur les 
théorèmes suivants, où nous supposerons l'équation X=:o 
iamènée à la forme 

m étant un nombre entier positif, et les coefficients A , B, . . .U 
étant des quantités réelles. 

Théorèmes fondamentaux sur la séparation des racines, 

372. Lemme. Si dans un polynôme entier par rapport à net à 
coefficients réels y on fait varier x d'une manière continue ^ le 
polynôme variera aussi d^une manière continue. 

Soit X le polynôme, et X, ce qu'il devient lorsqu'on change 
jr en 0; + A, en désignant par X', X", X'". • • . les polynômes 
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dérivés de X 9 on aura(3io) 

a a.o 



Or on peut prendre h assez petit, pour que chacun des 
termes qui suivent X soit aussi petit que Ton veut. Alors il en 
sera de même de leur somme | et par conséquent X croîtra 
d'aussi peu qu'on voudra. 

3j3. Théorème i. Si deux nombres quelconques en et p y substi- 
tués à X dans une équation X == o , donnent des résultats de 
signes contraires y Inéquation a au moins une racine réelle com- 
prise entre a et p. 

Soit , par exemple , a < p ; si Ton fait varier x d*une manière 
continue depuis a jusqu'à p , le polynôme X variera aussi dune 
manière continue; et comme dans cet intervalle il change de 
signe ^ puisque, par hypothèse, jr = a et i: = p donnent des 
résultats de signes contraires, il y a donc au moins une valeur 
de X comprise entre « et p, pour laquelle X doit se réduire à 
zéro. Cette valeur de x est évidemment racine de X = o. 

Remarque. Dans tintervalle des deux résultats de signes con- 
traires donnés par jr = a et j:=zp, le polynôme X, croissant 
d'une manière continue , peut passer plusieurs fois du positif 
au négatif ou réciproquement; et comme alors il deviendra 
autant de fois zéro , l'équation X == o aura le même nombre 
de racines comprises entre a et p. 

374* Théorème ii. Si deux quantités réelles quelconques a et p, 
substituées dans une équation X=:o, donnent des résultats de 
signes contraires, elles comprendront une racine réelle ou un 
nombre impair de racines réelles ,* et si elles donnent des résul^ 
tats de même signe ^ elles ne comprendront pas de racine réelle^ 
ou en comprendront un nombre pair. 

Soit toujours « < p ; si « et p donnent des résultats de signes 
contraires, on vient de voir qu'ils comprendront au moins 
une racine réelle, et pourront en comprendre davantage. 

Soient donc a, &, c,..../, toutes les racines comprises 
entre a et p, le polynôme X sera divisible par lé produit 
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et en représentant le polynôme quotient par Q, on aura 

X==(j7 — a) {x — b) {x — c). . . .{x — /)Q. 

Or, si Ton fait successivement a: = a et ^ = p, en appelant 
X,, X,, et Q, ; Q, les résultats de la substitution dans X et 
dans Q, il vient 

X, = (a — a) (a — b) (a, — c). . . .(a — /)Q, 

X, = (p_a) (p_*) (p_c). . . .(p-OQ,. 

D*abord les quantités Q. et Q, sont toujours de même signe; 
car si elles étaient de signes contraires, l'équation Q=o aurait 
au moins une racine entre a et p, et par conséquent les racines 
a, £, Cy. • . ./ ne seraient pas les seules racines de X =o com- 
prises entre a et p. De plus, les racines a, £, e?,. . . •/ étant 
comprises entre a et p, tous les facteurs a — a, a — i. . . .a — /, 
sont négatifs , et tous les facteurs p — a, p — i,...p — / sont 
positifs. Donc, si les résultats X^ et X, ont i*" des signes con- 
traires, 2^ le même signe, c'est une preuve que dans chacun 
des produits (a — a) ... (a — ^> (P — ^).* • • (P — > '® nombre 
des facteurs est i^ impair, 2® pair ou bien nul. Par conséquent, 
le nombre des racines réelles de X=o est i"" impair, 2"" nul 
ou pair. 

On conclut évidemment de là que réciproquement 

Deux quantités substituées dans une équation donnent des 
résultais x"* de signes contraires y 2° de même signe y selon qu^ elles 
comprennent un nombre de racines réelles y 1^ impair^ 2^ nul 
ou pain 

Remarque. Dans cette proposition , on n a égard qu au 
nombre des racines et non à leur valeur; de sorte que parmi 
les racines comprises entre oc et p^ plusieurs ou même toutes 
peuvent être égales. 

Conséquences des deux théorèmes précédents. 

375. Première conséquence. Toute équation de degré im^ 
pair a au moins une racine réelle de signe contraire à celui de 
son dernier terme. 

Soit, comme ci-dessus, l'équation Aj^+Bar*^', . ,±11=0, 
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OÙ m est impair, et où le premier terme kj^ est toujours 
censé positif. 

i** Supposons le dernier terme U négatif. Si Ton fait jr = o , 
on a le résultat négatif — U ; et si Ton substitue à jr la limite 
supérieure / des racines positives, déterminée comme plus 
haut (36 1), on obtient un résultat positif. Donc Téquation a 
au moins une racine réelle, et en outre positive, comprise 
entre o et -h /. 

2"* Supposons le dernier terme U positif. Si Ton met •— x 
à la place de ;r, on obtient une transformée dont le premier 
terme af^ est négatif; mais si, pour le rendre positif, on change 
le signe de tous les termes , le dernier U devient alors négatif. 
Donc, d*après le premier cas, la transformée a au moins une 
racine réelle et positive, et par suite la proposée a au moins 
une racine réelle et négative. 

3^6. Deuxième conséquence. Toute équation de degré pair^ 
dont le dernier terme est négatifs a au moins deux racines réelles, 
Vune positive et Vautre négative. 

Car, si Ton fait successivement j: = o, 0: = +/} on a deux 
résultats de signes contraires , d*où il suit que la proposée a au 
moins une racine positive ; et si Ion remplace x par — ^ , la 
transformée, ayant son premier terme positif et son dernier 
terme négatif, admet au moins une racine positive, qui sera 
négative dans la proposée. 

3^7. Troisième conséquence. Toute équation qui n'a point de 
racines réelles donne toujours des résultats de même signe ^ lorS' 
qu'on substitue à x des quantités réelles quelconques. 

Car si la substitution de deux quantités réelles pouvait 
donner des résultats de signes contraires , l'équation aurait au 
moins une racine réelle comprise entre ces deux quantités. 
C'est le cas de l'équation Q = o qu'on obtient (374) ^ti divi- 
sant une équation donnée X = o par le produit des facteurs 
correspondants aux racines réelles. 

Il résulte aussi des deux premières conséquences quune 
équation dont toutes les racines sont imaginaires est nécessaire^ 
ment de degré pair et a son dernier terme positif. 
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Par suite, ses racines imaginaires sont en nombre pair, ce 
qui est conforme au n® 29a. 

Remarque. Si une équation X = o a des racines réelles dont 
chacune entre un ncHnbre pair de fois, cette équation donnera 
toujours des résultats de même signe. Car alors elle sem , par 
exemple, de la forme {x — a)*" {x — i)*. . . .{x-^tf X'= o, 
X' ne contenant plus que les facteurs correspondants aux ra- 
cines imaginaires ; et il est évident que , pour toute valeur réelle 
de x^ diacun des fadeurs {x-^df^y (x — &)%•«• ne peut 
elianger de »gne, ni par conséquent leur produit. D'ailleurs 
X' ne changera pas de signe; donc X n'en changera pas non 
plus. Ici réquation IL^szo est de d^gré pair et a son deniiei 
terme positif» 

On voit, en outre, par la troisième cooséquence que la réci-* 
proque n'est pas vraie, et Ton ne pourrait conclure des consîdé' 
rations précédentes que toute équation de degré pair^ dont le 
dernier terme est positifs admet des racines réelles» . , 

378. Quatrième conséquence. Si une équation a des racines 
réelles et positiçes, elles sont en nombre pair ou impair , selon 
que le dernier terme est positif ou négatif; il en est encore de 
même pour les racines négatii^es , si le degré de Inéquation est 
pair; mais s'il est impair, leur nombre est au contraire impair 
ou pair, selon que le dernier terme est positif ou négatif. 

En effet, 1° lorsque le dernier terme U est positif, les substi- 
tutions j;=o, ^=-4- /, donnant des résultats positifs, les ra- 
cines positives ne peuvent être qu'en nombre pair (374); et si 
tJ est négatif, les mêmes substitutions donnant des résultats 
de signes contraires, le nombre des racines positives ne peut 
être qi^impair. 

2* L'équation étant de degré pair, si Ton change ^ en — x^ 
le premier terme de fâ transformée restant positif, U ne 
change pas de signe; donc si 1 on substitue xz=zo etx=:t (h 
nouvelle Kmite des racines positives), on a des résultats de 
même signe ou de signes contraires , selon que U est positif 
ou négatif^ et la transformée ne peut avoir, selon le cas , qu'un 
nombre pair ou impair de racines positives , qui sont négatives 
dans la proposée. 
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Mais lorsque réquation est de degré impair, si Ton remplace 
X par — ^ , il faudra changer ie signe de tous les termes pom* 
que le premier de la transformée soit positif; ainsi U changera 
de signe. En substituant alors ^ = o et jrs/', on a des ré- 
sultats de même signe ou de signes contraires, selon que U 
est positif ou négatif dans la transformée , et par conséquent 
négatif ou positif dans la proposée. Mais la transformée ne 
peut aToir qu un nombre pair de racines positives dans le pre- 
mier caa^ et un nombre impair dans le second. Donc la pro- 
posée ne peut av<Mr qu un nombre pair ou impair de racines 
négatiires , selon que son devnier terme est négatif ou positif. 

Voici le tableau de ces différents cas : 

Degré pair. Degré impair. 

+ U — U 

Racines positives an. . . . a/i + x • • 

Racines négatives a/i. • . . 2/t + i • • 



+ U — U 

. • • an a/i + I 

• • .an+i. .an. 



Séparation des racines. 

379. Lorsqu'cm veut appKquer les méthodes à Faide des- 
qudlee on sépare les radnes d'une équation , on reconnaît 
qu'ettes exigent des calculs très-compliqués, et d'autant plus 
longs que le degré de Féquation est phis élevé : il faut donc 
rabaisser le plus possible, et c'est à quoi l'on parvient en d!- 
Tisaut réquation par le pr€Kluit des facteurs correspondants à 
toutes les racines commensurables , soit égales, soit inégales, 
qu'on détermine aisément par les pr€>cédés fmrt simples indi- 
qués plus haut. 

D'sîtteurs presque toutes les méthodes de séparation exigent 
que Feqnation n'ait plus de racines égales ; c'est ce que suppose 
celle dite dm Lagrcmgêy la première méthode rigoureuse qui 
sit élé connue, et qui est basée sur le calcul de Téquatiait attt 
carrés des différences. Cette méthode fut néanmoins décou- 
Terte par Waring, en 1762, mais resta complètement ignorée 
jusqu'au moment où Lagrange j parvint dé son côté, sans 
connaître le mémoire de Waring, et là publia. 

Au reste, eonune elle devient presque impraticable, lorsque 
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le degré de l'équation est un peu élevé , à cause de l'excessive 
longueur du calcul de l'équation aux carrés des différences, 
nous nous bornerons à en donner un simple exposé. 

38o. Méthode de Lagrange. Soit une équation X= o qui 
n*a pas de racines égales, et dont il faut déterminer toutes les 
racines réelles positives (Sji). Si Ton y remplace successive- 
ment X par des nombres positifs pris entre les limites inférieure 
et supérieure des racines positives , et croissants à partir de 
cette limite inférieure, de manière qu'il ne puisse tomber 
qu une seule racine entre deux nombres consécutifs, il est clair 
que l'examen du signe des résultats fera connaitre sûrement 
(874) quels sont ceux des nombres substitués qui comprennent 
une racine ou qui n'en comprennent pas. Toute la question 
consiste donc à déterminer la différence qui doit exister entre 
deux quelconques de ces nombres consécutifs , pour qu'on soit 
assuré qu'ils ne puissent comprendre plus d'une racine. Or 
on satisfait évidemment à cette condition en prenant pour la 
différence en question un nombre ^ plus petit que la plus petite 
différence possible entre les racines positives de la proposée, 
c'est-à-dire la limite inférieure des racines positives de l'équa- 
tion aux différences , ou la racine carrée de la limite analogue 
pour l'équation aux carrés des différences. Par conséquent, en 
nommant X cette limite, on prendra ^ égal à \/^ ou <l/^ 
lorsque \ ne sera pas un carré. 

Si l'on peut avoir une limite X > i ^ on prendra pour ^ le 
nombre entier immédiatement inférieur à \/^. Alors on sé^ 
parera les racines positives de la proposée en n'y substituant 
que des nombres entiers pris entre les limites supérieure et 
inférieure , rapprochées d'ailleurs le plus possible , pour res- 
treindre les substitutions. Dès qu'on sera sûr que deux de ces 
nombres comprennent une racine, on substituera encore les 
nombres entiers intermédiaires , de sorte qu'en examinant les 
signes des résultats, on assignera les deux nombres entiers 
consécutifs qui comprennent cette racine. 

Mais ordinairement la limite X , et par suite ^, sera > i , alors 
on évitera les substitutions de nombres fractionnaires , en fai- 
sant xz=ziy dans la proposée, ce qui la changera en une autre 
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dont les racines seront celles de la proposée divisées par A, 
et par conséquent différeront entre elles de plus d'une unité. 
Car soient a et ^ deux racines de la proposée; on a, par hy- 
pothèse, tf — &> }, d'où ]k ^^ K > !• Ainsi, en ne sdb stftiwm 

dans la transformée en y qae des nombres entiers , on pourra 
placer chacune de he& racines réelles entre deux nombres 
entiers consécutifii , et en divisant ceux-ci par ^, on aura les 
nombres qui comprennent les racines correspondantes de la 
proposée. 

Au reste , arant de se litrer au calcul très-pénible de lequa* 
tien aux carrés des différences ^ il faudra voir si Ton ne peut 
séparer autrement les racines de la proposée. Qr, si Ton y 
substitue tous les nombres entiers oorisécutifs, compris entre 
les limites bien précisée des racines tant positives que néga- 
tives, et que les résultais donnent »n nombre de chan^feraents 
de signe égal au degré de réquation^ il en r«Milte que toutes 
les racines sont réelles, et leur séparation se trouve efiEectuée. 

Heureosemeiat le théorème de M. Stnrm , qui donne immé- 
diatement fat séparation de toutes les racines réelles, dispense, 
dans tdus' les^ cas, de recourir à Féquation aux carrés des 
différence*. 

Four exposer ce théorème, nous supposerons d'abord que 
réqualîon pFOfMtoée n a pas de radnes égales, mais nous mon- 
trerons plus l<Hn ^^d^qu il s'applique de même lorsque 1 équa- 
tion eD admet» 

TUorkm» dm 4éi Siurm.'^Som empUidans la recherche des 

raciMes réellee* 

■ f 

• r 

38|^ Yqiici d'abord quelques considérations préliminaires, 
fieux ternies ,cofi4éoiili& d'un polynôme forment , suivant qu ils 
ont le npeiite signe ou des sigaes contraires, ce .qu'on 4ppellç 
Mnt permafn&^ee am^une variation. Ain^i réqi^tion 

a:*— 4** — S^r'H- 2j; — -6 = 

a trois Tariations et une permanence. 

M* AtcxDaa. a 5 
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Soit maintenant X=o une équation qui n*a plus de racines 
égales, et dont tous les coefEcients sont, bien entendu , des 
nombres réels. Formons le polynôme dérivé X^deX, et opé- 
roBf conune «'il « agissait. da chescher le pjas graad commfmi 
diviseur entre X et X^, excepté que tious changerons les signes 
de (ous les restes , à mesure qu'ils serviront de diviseurs , ce 
qui est nécessaire pour le succès de la méthode. Divisons donc 
X par X,, nommons X, ce que devient le reste de degré in- 
férieur à Xx, quand on a changé son signe, et Q. le quotient, 
nous aurons 

A. nus j\. , Wj "■"" JL^* 

Divisons X^ par X,, en nommant Q, le quotient, et X, ce 
que devient le reste quand on a changé son signe, nous aurons 

X j = X a Q, — • Xj. 

Eo eontinuuit amsi , nous amveroQs liécessairexoeat à un 
teste tianiénque — X^. Ctr si ce resté était ^ul, Téquation 
X=:jo aurait des racines égai^, ce qui est contre ïhjfQlhèse. 

Qq peut, flans les divisions successives, éviter les coefficients 
fractionnaires en multipliant les dividendes par des facteurs 
nmnér^quQS convepables , mais toujours jpositif s , afin de ne pas 
altérer le signe des restes, ce qui est le point essentic^. 

L'opération fournira donc cette suite de relations 

/ \ y X, =Xs . Qj — X4 



Cela posé, on détermine le nombre des racines réelles de 
l'équation X:r=o comprises entre -deux nombre quelconques 
a et P, au moyen du beau théorème de M. Sturm , doM roici 
l'énoncé : 

38a. Théoréms. Sî dans la suite des fcnettons 

on substitue à x deux nombres quelconques a^etp^ a étant <P, 
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et qaon écrive par ordre les signes de tous les résultat s fournis ^ 
i'' par x= a, sur une première ligne y il^par 1 = P, sur une 
seconde ligne, Inéquation X = o aura autant de racines réelles 
comprises entte ôe et p que la seconde ligné contiendra de t/a- 
riations de moins que la première. 

D après cet énonce, si le nombre des variations de la pre- 
mière ligne ne surpassait pas celui des variations de la seconde, 
lëquation n'aurait pas de radnes réelles comprises entre 
retp. 

Avant de démontrer le théorème, nous remarquerons que les 
'elations (i) du n" précédent fournissent immédiatement le^ 
leux conséquences suivantes : 

1° Une même valeur a: ne peut annuler deux fonctions con* 
(écutives de la suite X, X^ X„ • • . par exemple X,^, et X«. Car 
ilors, d'après l'égalité X,^^==:X^Q. — X,^.,, on aurait encorf 
K,^, =o, et, en descendant de prodie en proche, on devrait 
iToir de même X^ =z o, ce qui né peut être, puisque X^ est un 
nombre. 

2" Si une certaine valeur de x annule une fonction iniermé* 
iiaire, telle que-X^, c'est-à-dire, comprise entre les fonctions 
extrêmes X et X^., la précédente X^, et la suivante X,4.x seront 
de signes contraires. Car dès qu'oi^ a ^« = o , l'égs^lité çi-dessus 
leTient X»„,== — ?s.-«-i« 

Cela posé, pour procé4er à la démonstration du théorème, 
Dous avons à examiner comment il peut s'introduire des chan- 
gements dans la suite des signes des fonctions X, Xg» X,,.. .X^ 
[ce que nous désignerons, pour a|>réger, par la suife des signes), 
lorsqu'on fait croître x d'une manière continue à partir de 
xzzza. Or, il est évident que cette suite actuelle de signes ne 
s'altérera pas, tant que x n'aura pas atteint une valeur capable 
dannuler une ou plusieurs des fonctions X, X,, X,... .X^, ; 
nous ne mettons pas X;., qui, étant un nombre, ne peut de- 
venir nul. Supposons donc que x ait atteint une valeur a qui 
annule une oit plusieurs de ces fonctions. Il peut arriver que 
la première fonction X ne fasse point partie de celles qui s'an- 
nulent, ou qu'elle en fasse partie. Nous examinerons succes- 
sivement ces deux cas. 

2J. 



388 ALGKBRE. 

I" cks. Soit X, une fonction inlerméUiair^ qui s annule pour 
x=a. D'après ce qu on vient tl observer (i" et a**), les fonctions 
adjacentes X^, et X.+, ne pourront s'annuler pour a;=za, 
mais seront deux nombres de signes contraires. Ainsi , quel 
que soit le signe qu*on suppose à la fonction nulle X^, les 
aignes des trois fonctions X»-,, X», X^^., donnent toujours une 
variation , et n*en donnent qu*une seule. Comme d'ailleurs au- 
cune des deux fonctions X._, et X^+j n a changé de signe pour 
les substitutions faites depuis â7 = a jusqua jr = a, il est clair 
qjxe ces deux fonctions ont toujours dû être de signes con- 
traires depuis x:=:oL. Donc, quel quait pu être le signe de 
X. avant de faire a: = a y les signes des trois fonctions don- 
naient une seule variation. 

D*un autre côté, si Ton fait ^ ==r a .+ ^9 A étant une quantité 
positive qu* on peut prendre aussi petiié qu'on! voudra , et de 
manière que les équations X,,.^=:oi X«4.i = o n aieiit aucune 
racine comprise entre a etwc 4* h ^ aucune des fonctions X^, et 
X.^., ne changera de signe quand x croîtra dans cet intervalle, 
et par conséquent elles seront encore de signes contraires. 
Donc, quel que puisse être le signe; de X„, les signes des trois 
fonctions donneront toujours une seule variation. 

' Si quelque autre fonction intermédiaire s'annulait aussi 
pour :r=a, comme aucune des deux fonctions adjacentes ne 
pourrait s'annuler en même temps , on raisonnerait sur ces 
trois nouvelles fonctions consécutives comme sur les trois pre- 
mières; et ainsi de suite, quel que soit le nombre des fonctions 
intermédiaires annulées par or = a. 

Par conséquent, pour toutes les valeurs de x comprises entre 
a et a 4- A, la suite des signes des fonctions X, , X,, . .». X, con- 
tiendra toujours le même nombre de variations, qui pourront 
seulement être disposées dans un autre ordre. 

Il est clair qu'il en sera encore de même quand a: croîtra au 
46la de a + A.* de manière à dépasser une valeur qui annule 
.Msdement une des fonctions intermédiaires. En effet, tant 
^e cette valeur de x ne rend pas X nul, on peut prouver, 
exactement comme ci-dessus, que la suite des signes des fonc- 
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lions X. , X, ,. . .X;. doit toujours offrir le môme nombre de 
van'ations qu'auparavant. 

Voyons maintenant ce qui arrive dans la suite des signes , 
lorsque x atteint et dépasse iwe des racines de lëquation 
X=:Oy ce qui forme notre second cas. 

II* CAS. Soit a une racine de X = o. Examinons ce que de- 
Tient la suite des signes pour a? = a — h et pour or =z a 4- A , 
\ étant une quantité positive aussi petite qu'on voudra. 

Faisons d'abord x=za — A , et désignons pour un instant X 
par y (or); en observant quey(a) = o, et que y (a) est diffé- 
rent de zéro, puisque Féquadon X;=:o na pas d« racines 
égales, on aura (3io) 

/{a-A) = -^/(a) + lL/"(«)__^/-(«) + etc.- 

Or on peut prendre h assea petit i* pour que le signe du 
second membre ne dépende que de oelui du premier ternie 
(279), et aIorsy(a— -A) et /''(a) seront de signes contrairea; 
a® pour que f {x) n'ait pas de raeîne comprise entre a^^ h 
et a + A ; alors f {a — A) , /' (a) et Z' (« •+• A) seront de même 
signe. Il suit de là que f{à — A) et /' (a — • A) seront de signe» 
contraires. 

Si Ton fait maintenant ir?=: a + A , on aura 

/(«-|-A)=^/(a) +^/"(a)-+.^/''(a) + etc.. 

et Ton Terra, comme tout à ITieure, que, pour de très-petites 
valeurs h^ f [a + h) et f{p) seront de même sigtte, ainsi que 
/(a + A)et/(a + A). 

Donc, avant que x ait atteint la valeur a, il existait une 
variation de X à X., laquelle se change en permanence f lorsque 
X dépasse cette valeur. 

Or il résulte du pretnier cas que la suite des signes des 
fonctions X,, X,,. . . .X^. Conserve toujours, pour des valeurs 
Atx un peu plus petites ou un peu plus grandes que a, le 
même nombre de variations, lors même que la valeur X'=ia 
réduit à zéroqnelque fonction intermédiaire. 

Donc lorsque x, en croissant par degrés insensibles à partir 
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de ,T = a, vient à dépasser une racine de Téquation X = o , là 
suite des signes des fonctions X^X^, X,,. . «X^perd une varia- 
tion , qui est remplacée par une permanence. 

Si maintenant x continue à croître , le nombre précédent des 
variations restera le mémç jusqu'à xe que x dépasse une^autrc 

racine de X = o^ ce qui fera perdre encore une variation; et 

*■*'••♦%■'• ^ * 
ainsi de suite. 

Par conséquent , lorsqu'on fait croître x depuis ar=a jus- 
ou'à j;== p, le nombre Ses variations perdues pafr la suite des 
sûmes des mêmes fonctions est précisément eg^ai au nombre 
des racines réelles de X = o comprises entre a et p. 

C'est le théorème qii* il fallait démontrer. 

383. Remarque 1. Il peut arriver quune des fonctions 
X, Xx^X,. . .X^_^i'devi^.nne'puUçj)ç.OT,"p^cuiU:poar j:==p. 
Si c'est une fonctibii intermédiaire X« qui s'évanouit, on peut 
*csi im^ abstraction et a'en tenir aucun com^pte.. Car cette 
fionction étai^ alors toujours placée entre dèui JFôuctions ^ni 
ne s'éiraiiouissent pas et qui sont de signes contraires, lès signes 
des trois fonctions consécutives X„.i, X,, X„4./,.dfiHront tou- 
jours ubé variation et ùbe permaiieiioe y ht \ tanatibu aura 
encore \\étk ^ si Ton omet le signe dç X.* Lorsque X s'évanouit 
pour j? = Py par exemple, il en résulte que ^ est raoihe. Alors, ! 
en substituant pour ot des valeurs un ^eu plus grandes c^ue p,l 
le second cas, de la démonstration ci-dessus fnontre qu'il y al 
uiie permanence de ^ a X,, et que lés signés de toutes les auJ 
très fonctions, à partir de X.« ,^ conservent le même nombre 
de variations que bour x == ^^,, On çoipnaitr^ donc , d*après li 
tbéorèmé, le nombre de racines réelles comprises entre p et 
une auantité un peu plus grande que p. 

.38^. Remarque II, Il peut encore arriver que pour toutes I 
valeurs de x comprises entre a et p, une fonction int^rmédiai 
X, conserve toujours le même signes ou, ce qui revient a 
même , ne puisse pas devenir zéro. Alors il est inutile d aroi 
égard aux fonctions qui suivent X»» et pour trouver le nombi 
des racines réelles de l'équation X=o, il suffira de substituer 
a et P dans la suite des fonctions X, X, , X,* • • •.X.. En effets 
il est clair qu'en faisant croître x^ seulement depuis a jus- 
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qu'à ,S, la démonstration relative au système complet des fonc- 
tions X, X,, X, X^, dont la dernière est un nombre 

constant, s'appliquera mot pour mot au système actuel, dont 
la dernière fonction X^, quoique n*ayant pas une Talcur cons- 
tante, a toujours le même signe. 

383. Pour appliquer lé théorème ci-dessus à VLnè é(}uation 
donnée , qui n^a plus de racines égales , on forme d'abord la 
suite des fonctions X, X,, Xa...X^, et Ton y substitué, atl lieu 
de X , les deux limites supérieures des racines tatrt pôsitités 
que négatives , ou bien deux nombres plus grands , etï vdlètir 
absolue. On peut même s'abstenir de toute substitution , puis- 
que, pàiir une valeur de x suffisamment grande, chacune dés 
fonctions ci-dessus â le même signe que son premier t^tttie 
(2^8). Il suit de là que, si l'on compte le nombre de variations 
que présente la' suite des signes dés premiers termes, î® après 
avoir changé a: en —a:, a* en prenant les signes tels Qu'ils 
sont) l'équation X=:o aura précisément autant de racines 
réelles que la seconde suite aura de varîations de moins que la 
première. 

On peut encore trouver séparément le noipbre des ràcihés 
réelles positives et celui des racines négatives , en substituant 
ar=.0'ci(Uis toutes les fonctions ; ce qui réduit chacune à son 
dèrniejr tetme. 

« 

On voit alors que l'équation a autant de racines positives 
que la suite dès signes des premiers termes contient de variations 
de moins que la suite des signes des derniers termes ^ et autant 
de racines négatisfes. que cett^ dernière suite contient de varia^ 
tiens de moins que la suite des signes des premiers termes où 
Von a changé X en — x. 

386. Lorsqu'on effectue la recherche du plus grand commun 
diviseur entre X et X, pour déterminer les autres fonctions, il 
arrive ordinairement que le degré de chaque reste est seule- 
ment inférieur d'une unité au degré du reste précédent, de 
sorte que les fonctions auxiliair'es X,,X„. . .X^ sont précisé- 
ment en nombre égal au degré m de l'équation X::=:o. Alors, 
du n° qui précède on conclut le théorème suivant : 

Théorème II. Uéquation X=o a autant de couples de racines 
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imaginairea quUl y « Je vmiatiçns dans la suite des sù^es des 
ppamisM termes des m fondions auxiliaires X,, X,. . .X^. 

£fi eScf , dans le cas actuel les m fonctions aiii^iUairM «ont de 

la forme jwa^'% F.^p""» ^iaT"* F.i la dernière fonction 

F. étant le reste indépendant de x\ et Ton Toit que deux fonc- 
tions consécutives quelconques F^, F,^ ,4:*'^', sont nÀ^ssaire- 
ment Tune de degré pair, Tautre de degré impair. D*o<ii il 
résulte que si les signes de ces deux fonctions forment une 
permanence quand x est positif, ils formeront une rartation 
quand x sera négatif, et réciproquement. Par conséquent| 
chaque variation qu offre la suite des signes des m fonctions, 
pour X positif, fait diminuer de deux unités l'excès du nombre 
.des variations de cette suite à$ signes pour x négatif, aur le 
iiombre des variations de 1^ même snite pour x positif. Or^'cet 
excès indique précisément le nombre des racines réelles de 
réq nation X=:o. Donc pour chaque variation fournie par la 
suite des signes des m fpnction^, Féquation X=o se trouve 
avoir deux racines réelles àa moins | c'est-inlire deux racines 
imaginaires de pluSj oonfornément à l'énoncé du théorème. 

De là se déduit immédiatewent la conclusion tuivante : 

Pour que F équation Xr=o ait toutes ses racifies réeUèSfUJimt 
et il suffit que les premiers termes des va foncHonsU^^ X^^Xs*.., X« 
soient tous de même signe. 

Les conditions de la réalité des racines iTune équation dn 
degré m sont donc au plus au nombre de m — * i. Mais elles 
peuvent être en nombre moindre, parce que plusieurs des 
conditions peuvent rentrer les unes dans les autres. 

387. Lorsqu'on a trouvé combien îéquation a de racines 
réelles , on procède à leur séparation ; et pour séparer les 
racines positives, on substitue dans la suite des fonctions 
X, X^, X,. . .X^, des nombres positiCs croissants o, a> P, y* • •> 
et le nombre des variations perdues à chaque substitution in- 
diquera combien il y a de racines entre o et a, entre a et p. . • 
On continue les substitutions seulement jusqu'à ce qu'on ar- 
rive à une suite de signes ayant autant de variations que la 
suite des signes des premiers termes pour x positif; cai* alors 
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il ne peut j avoir de racine au delà du dernier nombre 
êuhititué. 

lohUjalXy a pltuieurs racines comprises entre deux snbsti» 
talions consécutiTes, on fait des substitutions intermMiaires, 
jusqu'à cé qu'on parvienne à isoler chaque racine entre detn^ 
DombreSy qui sont ainsi ses Kmites spéciales. 

Pour la facilité du calcul, on choisit d abord pour o, «i Pj y* • *« 
la suite o, i, lo, too..., ce qui oflire en outre l'avantage de faire 
connaîti*e combien il y a de racines entre o et x 1 1 et lo, • . • 

3SS. Prenons-, pour exemples de la séparation des racines , 
lés équations suivantes qui n*en ont plus d'égales. 

ExaMPi*» l. Soh réquation a^ — 5 jt ^ 6 = o. 
Ona X=V — 6:r— 6, 

« 

La fonction X, s*obtie«t en divisant X par X, , après avoir 
toutefoia midtipUé X par3 , pour éviter les fractions. On trouve 
le reste — f or— iS, qui, divisé par + a, se réduit à — ia — 9; 
donc 

It.—ia^ + Q. 

La fonction Xj â'ôbtieiit en divisatitX, par X,. On évite les 
fractiona en nuritipliâÀit X, picr S, atnsi que le reste du pre* 
nùer d»gréan x. On trouve -4^ 118 pour le reste indépendant 
de:r; d^ncXsdba*^ il8« 

Ainsi h stntt des fbnolions est 

X=^— 5a?-^6, X,= 3x»— 5, X,=5jr+9, Xj^— 118. 

Donnant à a: une valeur i* négative, a* positive, les pre- 
miers termes de. ces fonctions fournissent les deux suites de 

signes 

I* (— x),...— + - , 

a* {+x) 1-4- + —, 

dont la première a «ieux variatMMSS, et ta seconde une seule. 
D'où il suit Çiyi) que l'aquatioix ^ une. seule racine réelle. Le 
dernier terme de Téquation étant négatif, cette racine est posi- 
tive (375) , comme on peut le voir encore en faisant jr= o dans 
les mêmes fonctions. Car alors on a la suite des signes 

— 1^ — -> 
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offrant le même nonibre de variations que la première des deux 
suites ci-dessus. 

Mainteiiant pour assigner deux limites à la racine , on peut 
faire abstraction des fonctions X, , X^, X, , et se borner à effec- 
tuer les substituions dan^ X* Cette fonction étant ^ négative 
pour arz=:o, il en résulte que la racine est comprise entre o et 
la linaitç supérieure, i -f-.ï/ê (36 ;) ou 4î ^t comme les substi- 
tutiops intermédiaire^ :p=,,!^, ^z=3, doQnent encore des 
résultats, Tun négatif, lautre positif, ,1a racine est entre les 
nombres a et o. Nous don|(^ons, plus loin {396) les jnéthodes 
servant à calculer sa valeur avec telle approximation qu on 
voudra. 

Exemple II. Soit Téquatiop a?^ — ya: rf- 7 = o. 

Le calcul des fonctions n*^offrant aucune difficulté, nous nous 
bornerons à indiquer les résultats. 

On à 

X = jr' — 7"2^-h7j X.x=:àa:*7— 7, A,±=2a? — 3, X3=:4-i. 

Donnant à x une valeur i** négative, ik" positive, les premiers 
termes fournissent les deux suites de signes 

La première a)rant'*trois varia^onsy ^t la seconde n'en ayant 
aucune , il en résulte que les trois racines sont réelles». 

On aurait pu voir a priori ^ en faisant xzzz^^ queTéquation 
a uqerqiçinç i^^g^tif e et dcu;^ positives ; mais qette substitution 
est comprise dans les suivantes. 

Pour séparer les racines , on substitue successivement ko; h 
suite — 10, — i,o,-+-i, -f-ioj alors les signes des quatre 
fonctions fournissent le tableau ci-après : 

, , X X,; X, Xj 

flr = — «lo»,»* 1- ..«. -I- 

%U ■ ■ ■■ "■■■• I t • • • I , " "■■'■• I ■ 

X m O . • . . •■ I ■ ' """■ I ■ 

X ■ I ■ T~ 1 • • • • ■ I ■ "■■■" -' "y~ 

« = +IO««f.+ + + +• 
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Doù il résulte que Téquation a une racine comprbe entre 
— I et — lo, et deux autres entre i et lo. . 
La subslilution intermédiaire x=:2 donne la suite 

qui, étant comparée à la suite fournie par ±=11^ apprend que 
les deux racines positives sont codiprises entre i et n. Enfin , 
en substituant or = i,5 , on a pour X liii résultat négatif , qui 
montre qu'une des racines positives est comprise entre i et i,5, 
et Tautre entré i,5 et a. 

Si msnntenànt on effectue les èubstitutions intermédiaires 
-^ft*, ^ — 3,. • « . on trouve ^ue là racine négative est comprise 
cntre-^ 3 et *— 4* 

La séparation des racines est donc tout à fiiit opérée. 

EiimTtM lUr Smt encore Téquaticm 

a:* i— ir*^— 3rr ^ ^7 === o. 
On a 

X — ^.r* — 4^ — ix+ijy X,=4r'— ^lajr* — 3, X^=4^+ix — 35, 

X,=— i85«-f-53>7, i,=— i53636. 

Les signes de ce^ cinq fonctions, reratife à diverses valeurs 

de Xy fournissent le tableau suivant : 

« 

Jm. A.J JV] ^3 Jvi 

1 ■ »Vj • • a • " I ■ ^"^ ^""^ "I ' ^"^ 

*Mf n I O • • • • "l* »— ™™w J ^"^ 

. . t. — ~ . i 

•P ■ I • • • • " I " ^■■* - ■ I ■ ' 

a:= IO....H — I — h — — 
(+ar) .•..+ + H 

Mp m *■ I • • • • ~J" ""T^ •— ^ I ' ' 

;r^ a •••••+'— — + — 

•F I O • • • •■"■■• "^^ -^ ■ •—— 

!•■>■', 
^ ■ I ■ i^ • • • • ~T" i" •" ' ■ • 

Les deux premières lignes , ayant le même nombre de varia* 
tiens , montrent qu* il n'y a pas de racines négatives. 
La troisième ligne ayant deux variations de plus que la qua- 
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trième, i\ j M deux racines réelles comprises entre i et lo. 

En outre, la quatrième ligne offrant la même suite de signes 
que les premiers termes des fonctions pour x positif, il n y a 
pas de racines réelles au delà de lo, ni même au delà de 5, qui 
e$l la limite supérieure des racines positives. 

Ainsi lequation a deux racines réelles positives CQRiprises 
outre I et 6, et deux racines imaginaires. 

La seconde partie du tableau montre que Tune des racines 
est comprise entre a et 3 , et lautre entre 3 et 4* 

38g. Si Ton veut appliqi^er ce qui a été dit plus haut (3^6) à 
la recherche des conditions nécessaires, pour.qye l'équation 
^ + Qx + R=o ait ses trois racines réelles, on forme d'abord 
la suite des fonctioqs,;q|ii sont _ 

X=:c^-hQa:+R, X.p;3^4'Q, X,=— aQ«— 3R, 

> * 

Pour que les premiers termes soient tous positifs pour -une 
valeur positive de.'^, il faut qu'on ait . . 

— aQ>o, -.40*— a7R»>o ou Q<o, 4Q'+a7R*<o. 

La seconde condition , qui comprend la première, est la seule 
nécessaire et suffisante. 

390* Nous allons maintenant faire voir que le théorème de 
M. Stumi peut encore s'appliquer lorsque l'équation X=o a 
des racines égales ; alors le premier membre est de la forme 

X:=(j? — a)"(ar — by {x-^c){x — d). . . • 

et en opérant sur les fonctions X et X, pour en déduire les 
fonctions X,, X,,.... comme on l'a prescrit (38 1), on sera 
conduit à un reste X^, fonction de x^ qui sera le plus grand 
commun diviseur de X et de X,, et divisera exactement chacun 
des restes précédents X, , X, , . • • ..Xrwt- 

Or, si Ton divise les fonctions X^ X, , X, • • . X^ par X,., en 
représeni»iit les quotients respectifs par V, V,, V,,. . . .V^, on 
reconnaît insément que le théorème démontre plus haut (382) 
s'appliqueimmédiatement à la suite des fonctions V, V,, Vj,...V^, 
relativement à l'équation Vr^o j c'est-à-dire, que 

Si dans, la saite'dcs Jbnétions V, V,, V, ,. . . • V^, on substitue 
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à X deux nombres quelconques a et p, a étant <Pj V équation 
V=:o aura autant de racines réelles coniprieee entre ol et Py 
que la suite des signes de ces fonctions pour x :^ ^ contiendra 
de variations de n^oins que la même suite de signes pour x =eu 
En effet , d'abord le dernier quotient Y^ est égal à runité* 
De plus, les relations (t) du n® 38i, X=X,Q, — X», etc., 
auront toujours lieu, et en les âiviiiant toutes par X^, on aura 
les nouvelles, relations 

V =y.Q. -. V. , V. 5= V.Q, - V, , etc. 

Doù il résulte (382, i% a®) que >«i' une ^ertaitte valeur 
de X annule une fonction intemtédiâire V., les deux voisines 
V^,, V„^. seront de signes contraires , et aucune des deux ne 
pourra être nulle. 

Il reste à prouver que si a est racine de Téquation Ys:: o , les 
deux fonctions Y et Yj sont de signes contraires pour xz=za — A, 
et (le même signe pour x = a+A, comme dans le second cas 
du n^ 382 , quoique la fonction Y, ne soit pas ici la dérivée 
deV. 

A cet effet, cherchons la valeur des fonctions Y et Y^; 
comme elles sont les quotients de X et de X, par le plus grand 
commun diviseur X^ qui égale (3i3) {x — fl)"""(:c — ^)"'"''» on 
aura, cTaprès la composition de X, (3i3), 

V=(x — a) {x— b) {x — c) (jr — rf). . . . 

y I n{x — b){x'—c){x — d) • . . -f-/i'(:c — a)(^ — c){x — d) , . . 

' j + {x—ajx—b\x^d) . . . + etc. 

Or, si l*on fait x^=za — h^h étant une quantité aussi grande 
qu on voudra , la première partie n{x — b) {x — c){x — r/) . . . , 
qui entre dans la valeur de Y,, sera plus grande que la somme 
des autres parties qui contiennent toutes le facteur a: — a , et 
par conséquent le signe de Y^ sera celui de la première partie; 
mais celle-ci, multipliée par x — a et divisée par /2, forme la 
valeur de Y. Donc Y et V, seront i® de signes contraires, 
pour x=.a — A , le facteur x — a devenant — A ; 2* de même 
signe, pour a: = a + A , le facteur x — a devenant + A. 

D'ailleurs il est même inutile de calculer les quotients 
V, Y| I V, . • • , puisque les fonctions X , X, | X, • • • étant égales à 
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ces quotients multipliés par le plus grand commun diviseur X^, 
il est évident que pour or =«9 par exemple, elles auront toutes 
les mêmes signes que les quotients Vy Vo Y.* • • ou des signes 
contraires , selon que x-r^d rendra X^ positif ou négatif. Par 
conséquent les deux suites auront toujours le même nombre 
de variations, quelque valeur quon donne à x. 
De là résulté ce beau théorème généfad : 

Thboràmb. Étant donnée une équation quelconque X=o, ^; 

dans la suite des /bnetiohs% ^ X , X,^, on substitue à x 

dsux nombres a^^, a étant <pj r équation "^-^-zo aura au- 
tant de racines réellgs entre aet^^ abstraction fiiife dfi degré 
de mulÉipUcité 49 ^hf^q^^ r^H^lt iW ^ ^^^ des sigjne^ i(e ce$ 
fonctions pour x = p contiendra de variations de mçw 9^ ^ 
mente suite d0eign4Spùurt:=iOL. 

U a. Théorèmes de Déscartes et de Butte. 

391. Ce qui précède résput complètement Timporlante ques- 
tion de la séparation des racines. Toutefois nous ne quitterons 
pas ce sujet sans exposer deux t|iéorèmes qui s'y rattachent^ 
avertissant ceux qui veulent les omettre qu'ils peuvent passer 
immédiatement au n"" 396. 

Thborbme db Descueites. Dans une équation complète ou in'- 
complète le nombre des racines positives ne peut surpçLsser h 
nombre des variations (*). 

Cette proposition sera prouvée, si l'on fait voir qu'en multi- 
pliant le premier membre d'une équation quelconque par un 
houveau facteur x^-a correspondant à une racine positive a, 
le produit aura au moins une variation de plus que le multi- 
plicande. 

|F(*) On énonçait autrefois ce théorème comme il suit : Une équation 
quelconque ne peut admettre plus de racines positives que de variations, 
ni plus de racines négatives que de permanences. Mais la secondé partie 
de renoncé n*est exacte (jiie poui* une équadon complète, ce que la 
'première parâe n^xige pas. \ ' 
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Prenons donc rëquation complète ou iHcomplète 
jT-h. . .—VoT^ -f-QjT— '+. . ,±T^r^. . .±U=o 

ou les term^ 9ont positifs depuis of* jusqa'à — P^T'^ d# là 
B^tifc jiùqo'i -é^Qa^^j puis redmennent encore un certain 
nombre de fois positifs et négatifs jusqu'à d=T;r"~^, tous le^ 
termes ay^ipt ensuite le même signe jusqu au dernier ±IJ. 
En multipliant le prjçniier ine/^re p^r x — a, et représentant 

par/7, q^t les coefficients qui précèdent immédiatement 

P, Q, T. • • ., Fopération pourra se disposer comme il suit : 

a- —Par»-». . . . . • +Qjf'-J^ ±f£x^-9.. . .±Ujf 

X — a 



— «H +«î| ±af zpaU 

Dans f^.jproduitj'aupvin des Jtermes de la première ligne ne 
peut èt^e nul, et ceux de la seconde ligne auront tous , à moins 
qu'ils ne soient nuls ^ les mêmes signes que les termes de la 
première ligne contenant les mêmes puissances de or. 

Or, le produit total a au moins ui^e variation depuis le pre- 
mier terme ar""*"' jusqu'au terme — (P + ^p)^"*"*'', tandis 
que le multiplicande n*en contient qu'une de o;^ à — Vaf*""; 
de même il y a au nïoins une variation de — (P + ap)af*^^* à 
4-(Q-|-a5r)a:*~'"*"% et une seule de — Par""» à -f-Q^r""'; en 
continuant ainsi , on voit qu il y a au moins une variation du 
terme en af*^** au dernier qralJ, tandis que le multiplicande 
n'en a aucune pour les termes correspondants ±Ta?*^ et±U. 
Donc le produit a au moins une variation de plus que le mul- 
tiplicande. 

Si dans la proposée on change i en — or, et qu'on applique 
le même tkéorème à la transformée, on en conclut que le 
nombre des racines négatwes d'une équation ne peut surpasser 
le nombre des variations de là transformée provenant dm chun" 
gement dexen^^n dans eetêe équation. 

39a. On peut déduire de ce qui précède le» conséquences 

suivantes : 

i^ Si le nombre Jts racines paritii^es d'une équation est 
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moindre quê celui dêê vmiatioHs , la d^féremt^ ui mi, mombre 
pair. 

En effet y toute équation , selon que son dernier terme est 
poiMf ou BegBiif , a un nombre pair ou imjMttr de racines 
posMves (378) , et autsi «li nombre paur oà ièipaîr de Ta- 
riaiions* - 

Q?'Dans une équation complète y h nombre det racines néga* 
tives égale au plat le nombre des permanences. 

En effet, la transformée, déduite de la proposée par le 
changement de or en — Xy s*obtenant alors en changeant les 
signes llfs termes de rang patr^ les vari^tipoA deyîeiiiient des 
permanences, et réciproquement* 

Mats il n*en est plus ainsi , lorsque Téquatioii ii*est pas com- 
plète; par exemple, féquation a:^— 2u;+6 = o n offre pas de 
permanence et a cependant une racine réelle négative (SjS). 

Cependant la même proposition 8*app1îque aux équations 
incomplètes, en ayant soin d*y rétablir les termes manquants 
c[u on peut regarder comme ayant dio pour coefficient. L*équa- 
tioa ci-dessus devient alors x'dboi^— 3^+6=30, qui offre 
toujours une permanence, quel que soit le signe qu^on donne 
au second terme. 

3"* Si une équation complète a touies ses racines rjéeites, il y 
en a autant de positwes que de variations ^ fi aiUtfU dm néga- 
tives aue de'permanences. 

. En effet, soient m le degré de féquatiou^^ 1# nombre des 
racines positives, n celui des négatives, Yiet P le nombre de 
Vi^riations et de permanences.. Qn aura d abord /i 4- n ==171, et 
comme 1 équation est complète, on aura aussi V-f-P ==:ii»; d*où 
Ton conclut 1 égalité /? 4- n r= V + P. Mais il suit encore de là 
fue, si Ton avait /i<V, on aurait aussi /»<P, ce qui ne peut 
être ; donc /i == V, et ^ =: P. 

4^ Si le nombre total des variations contenues dans Wjte équa*- 
iion quelconque et dans la iransjormée qu'on obtient en c/um^ 
géant % en — x^ est moindre que le degré de Véquation, /a pro- 
posée a nécessairement des racines imaginaires. 

5** Toute fquation incompàte, qui manque soit do plusieurs 
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termes consécutifs y soit dUan seul terme compris entre deux 
termes de n\ême signe ^ a des racines imaginaires. 

En effet , lorsqu'une équation de degré m manque de cer- 
tains termes, si Ton choisit les sig[nes des termes manquants 
de manière que le nombre des variations soit d^abord un nom- 
bre V le plus grand possible , et ensuite un nombre v' le plus 
petit possible , il est clair que le plus petit nombre de per- 
manences sera m — Vy et que par conséquent lequation aura 
au plus m — V racines négatives ; mais comme d un autre côté 
elle en a au plus v' positives , il en résulte que son maximum de 
racines réelles sera /w — 2; + 2;' ou m — {v — t;'), et que par 
suite l'équation aura au moins i; — 'v' racines imaginaires. 

Cette différence d — v\ qui est essentiellement positive , ne 
peut être nulle, soit lorsqu'il manque plusieurs termes consé- 
cutifs , soit lorsqu'il manque un seul terme entre deux autres 
de même signe. 

En effet, dans le premier cas, on peut supposer tous les 
termes manquants de même signe, ce qui donne un certain 
nombre de permanences, ou bien alternativement positifs ou 
négatifs , ce qui donne un certain nombre de variations. Donc 
V — V ne sera pas nul. 

S'il manque un seul terme entre deux autres de même signe , 
on peut supposer au terme manquant le même signe qu'aux 
deux autres^ ce qui donne deux permanences, ou le supposer 
de signe contraire, ce qui donne deux variations. Donc v — v' ne 
sera pas nul. 

Ainsi, dans l'un et l'autre cas, i équation a toujours des ra- 
cines imaginaires. 

La même conclusion n'a plus lieu, si les termes qui com- 
prennent le terme manquant sont de signes contraires , puis- 
quen donnant à celui-ci le signe + ou le signe — , on a tou- 
jours le même nombre de variations et de permanences. 

En outre, la différence ci-dessus v — v' est toujours un 
nombre pair. En effet, si, au lieu d'effectuer à la fois tous les 
changements de signes nécessaires pour passer du cas où le 
nombre de variations est le maximum v à celui où il est le 
minimum v\ on change les signes l'un après l'autre, il est évi- 
M. Aloeb&k. s^6 
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dent que chaque fois que le signe changé se trouve entre des 
signes contraires , le nombre des yariations reste le même, et 
que 9 s'il est entre deux signes semblables, deux variations sont 
remplacées par deux permanences , ou réciproquement; de 
sorte qu après tous les changements de signes, v-^v' sera 
toujours un nombre pair. 

6* Le théorème de Descartes , auquel on donne habituelle- 
ment le nom de règle des signes^ fournit aussi les conditions 
de la réalité des racines , mais au nombre beaucoup trop fc^t 
de 

En effet , lorsque toutes les racines d'une équation sont 
réelles, l'équation aux carrés des différences a toutes ses radnes 
réelles et positives; elle doit donc élre complète et n aToir que 
des Tariations de signes. 

Réciproquement, si ces deux conditions sont satisCaites dans 
l'équation aux carrés des différences^ la proposée a toutes ses 
racines réelles. Car si elle avait des racines imaginaires , elle en 
aurait au moins (29a) deux de la forme aH-p Y^^^ of, — ^ V^^i] 
or le carré de leur différence étant — 4^S quantité essentielle- 
ment négative, lequation aux carrés des différences aurait alors 
une racine négative, et par conséquent devrait offrir au moins 
une permanence , ce qui est contre l'hypothèse. 

Donc, p€fur qu^une équation rCait que dms racines réettes, il 
faut et il suffit que V équation aux carrés des différences soit 
eempiete et n'ait que des variations. 

Cette dernière équation étant du degré - w (m — i) , c'est le 

nombre des conditions de la réalité des racHtea de l'équatioa 
proposée. 

393. Depuis longtemps on s'efforçait de trouver uadtéorètte 
qui donnât la séparation des racines saiis recourir à l'équation 
aux carrés des difSérences. 

Fourier développa, en 1796, dans son cours à l'École PcJy- 
l^hAi<|u«, un théorème donnant, au moyen d«s dé«vée& suc- 
ceMbws d'usé équabo», uae lioitt» du noinbffe de vacintt leelfas 
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comprises entre deux nombres donnés. En i8o3y M. Budan 
communiqua à Flnstitut un théorème analogue, qu'il publia 
en 1 807 dans sa Nouvelle méthode pour la résolution des equa^ 
tionsy et dont il compléta la démonstration dans un mémoire 
présenté à l'Institut en 181 1. Malheureusement le théorème 
n'est pas appticable dan» tous les ca», et n'ofire guère d'autlte 
avantage que de restreindre considérablement le nombre «les 
substitutions qu on aurait à Haiîre d'après la méthode de L»» 
grange. En 18217^ Fourier énonça dans les mémoires d« 
rin&tîtuty maïs sans aueiuie preuve à rappui-, qu otf pouvait 
calculer à priori toutes les racines en fractions eominues^ 
coœaiie si Ton était eertain de leur réalité , et «pie ropération 
ferait reconnakre les radoes réelles et les racines imaf^airesw 
M. Vincent a démontré cette proposition en i%'H dans les 
raémoÎFes de Lille» Les ttravaux de Fourier suir la résolution 
des équations fuirent publiés en lÂSi, a p trè s s» mort, pay 
M. Naviev^ sous lis tkr^ d'Analyse des éfaàUons, hn théorème, 
tel qu'il f est présenté , eoucieat celui de Descartes cooMne cas 
patrtieulâer. 

Au reste, M. Sturm avait déjà découvert sott beau tbéovèaao 
qu'il communiqué à l'Institut en iSap*. Vers la même époque, 
M. Sarrus 7 présenta égaleraeni; un- théoeèine (rès-eo«ipIet; ea 
même applicable aux équaitiotis trauscendantes , qu'il publia em 
i833 dans une biv>chure inûtulé» 3f ombelle méthode pour Im 
résobuiotè dés éçuation» namériques. Ce tbéorème donne le» 
moyens de résoudrey par de simples substitutione de nombres , 
les deux <|ttesti(Hi»ftuÎKafite6 : 

i"" Trowper t«ute$ les^ racines réeUes d/une équatiofr donnée 
qui peuvejCt étre^oompeises entue deux nombres donnés-, et 
àkmatàmm i^de^ de rnukipUoité de dikacuoe d'elles-? 

a^ Troàsrev <lo«ftteal^s^ moines^ réeUes conaumes à ^usieurs 
éqiiatooiia-<]oBnéee^et eom^see eiitite deux nombres ëonnés>;^ 
déterminer le degré de multiplicité de chacune d'elles daneune 
cpielcDDqae deséf^uations données ? 

3^. Nous terminerons par exposer la propriété , connue 
deptiis longtemps, qu'ont les racine» réeller de l'équatiou' dé^ 

rÎNFée, de aervw 4e limites mm ractnei^ réeUea dinne é^piaMm 

a6. 
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donnée } ce qui constitue le théorème de Belle; on peut le 
démontrer directement, mais, pour plus de simplicité, nous le 
déduirons de celui de M. Sturm. 

Thborâmb db Rollb. Étant donnée une équation X=io qui 
n*a plus de racines égales^ si F on dispose^ par ordre de gran- 
deur^ les racines réelles a, ^^*f^..^\dela dérivée Xx=:o, en 
commençant par la plus grande^ V équation X = o ne peut avoir 
qu^ une seule racine réelle au'dessus de ol^ une seule entre aetf^j 
ainsi de suite, et enfin une seule au-dessous de X. 

En effet, soient a, h, c,. . . ./les racines réelles de X==o, 
rangées de même par ordre décroissant de grandeur. D'après le 
théorème de M. Sturm, chaque fois que x^ croissant d'une ma- 
nière continue, vient à dépasser une racine b de l'équation 
X=:o, les fonctions X et X, sont toujours de signes contraires 
pour une Taleur de x un peu moindre que //, et de même si- 
gne pour une valeur un peu plus grande que i. En outre, X 
ne change pas de signe dans Tinteryalle de deux racines con- 
sécutives b et a, donc X, en change au moins une fois, et par 
conséquent l'équation Xg = o a au moins une racine réelle 
comprise entre b et a. 

En raisonnant de même sur les autres racines £, c,. . • ./, 
on voit que l'équation Xx = o a ses racines réelles comprises, 
partie entre a et 6, partie entre £ et c, etc. , et même il peut 
arriver qu'il y en ait au-dessus de a et au-dessous de /. D'où 
il résulte que si Ton représente par a, ^, y. . . .X les racines 
réelles de l'équation X, = o , rangées par ordre décroissant de 
grandeur, l'équation X = o ne peut avoir qu'une seule racine 
réelle au-dessus de a« une seule entre ce et ^^ une seule entre 
P et y, ainsi de suite , enfin une seule au-dessous de \. 

SpS. Ce théorème apprend que deux racines consécutives de 
la dérivée ne peuvent comprendre plus d^une racine de la pro- 
posée, mais non qu'elles doivent nécessairement en compren- 
dre une. 

On conclut de là que le nombre des racines réelles d'une 
équation, comprises entre deux nombres n et n\ ne peut 
surpasser de plus d'une unité celui des racines de la dérivée 
comprises entre n et n\ Ainsi la proposée ne peut jamais avoir 
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qu'une racine réelle de plus -que la dérivée, mab elle peut 
d'ailleurs en avoir moins. 

Le même théorème peut également s'appliquer au cas où 
réquatipn proposée a des racines égales , en supposant que plu- 
sieurs racines consécutives se rapprochent peu à peu jusqu'à 
l'égalité* Dans ce cas, chaque racine de la dérivée, comprise 
entre deux, racines qui deviennent égales, doit elle-même être 
égale à ces racines. 

Il est à remarquer que le théorème de RoUe donne exacte- 
ment, comme l'équation aux carrés des différences , un nom* 

bre — ^ ^ de conditions pour la réalité des racines. Il peut 

s'appliquer aux équations transcendantes , mais non celui de 
M. Sturm. 



SECTION III. 

▲PPROXIMATIOM DES RACIMES. 



S !*'• Méthodes des limites , de Newton et de Lagrange. 



Méthode des limites. 

396. Nous avons vu qu'au moyen du théorème de M. Sturm 
on peut, pour chaque racine réelle d'une équation donnée, 
assigner deux nombres a et ^ qui la comprennent seule. Il 
s'agit maintenant de montrer comment on peut la calculer avec 
telle approximation qu'on voudra. 

Le moyen le plus naturel est de substituer successivement 
dans l'équation des nombres compris entre a et p. Si l'on 



ittbetituc cPabordi un nombre inlennédiaire y , on vem par 
le signe du résultat si la racine est comprise entre « et y ^^ 
entre y H ^, Suppotont^la entre « ei y, en substituant un 
nombre è compris entre « et y, on verra de même si la racine 
est entre a et & au entre ^ et y ; de sorte qu'en continuant 
ainsi, on obtiendra deux limites dont la différence sera moin- 
dre qu'une quantité donnée X; et chacune d'elles sera la valeur 
approchée de la racine à moins de la quantité X. Mais comme 
ee procédé nécessiterait de longs caleuls, on l'emploie seule- 
ment pour se procurer d'abord une valeur approchée à un ceiv 

tain degré, comme, par exemple, à ^^ près. Alors on obtient 

rapidemait une grande approximation par la méthode sui- 
vante, due à Newton. 

Méthode dç j^ewton. 

397. Cette méthode exige qu'on ait préalablement une cer- 
taine approximation de la racine, qu'on suppose, pour plus 
de facilité , obtenue à moins d'un dixième. 

Soit l'équation X=:o, et a la valeur d'une racine à moins de 

— . Représentons par A, A', A", A"' . . ,, les valeurs que pren- 
nent, pour X = «, le polyqôme X et ses dérivés %!^ X", X'" ... ; 
si dans l'équation X = o on fait x = a + j, on aura (3 10) la 
transformée 

A + A> + - A'y + -^ AV . . .=0, 

j. . A A'y AV 

dou 7= — 77 j-, —7 — etc. 

•^ A' 2A 2.3A 

ï^a valeur q^'w yeyt trouver pour / devant être < — » / 
I I , 

sera < , r^ sera < , etc. Si donc on admet que l'en- 

semble des termes qui contiennent ces puissances de y soit 
< , il sera permis de les négliger, et alprs la valeur de 7, 
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approchée à moins d'un cetitièmé, seti donhée pAt I'é(|uatibtt 

A 

OÙ Ton poussera jusqu'aux centièmes la division itidiqtiëe. La 
somme du quotient et de la quantité a donnera un résultat b, 

qu'on regardera comme la racine approchée à moins de • 

Si maintenant Ion opère sur b comme on l'a fait sur a, et 

qu'on représente par B ^ B V « • les résultats de la substitution 

de J7 = & dans X, X' • • • ^ la substitution de 6 + jK au lieu de s^ 

dans réquation p^roposée, donnera une transformé^ semblable 

à la première, d'où l'on déduira 

B 

en admettant que la partie négligée soit < ( ] | comme le 

sont en effet j'% y ^, . . . Alors la valeur de j', approchée à 

moins de f ] , sera donnée par lequation précédente, où Ion 

poussera donc la division jusqu'à la quatrième décimale. La 
somme du quotient et de la quantité b donnera un résultat ç, 

qu'on reffardera coi^me la racine approchée à moins de • 

^ ^ *^"^ lOOOO 

Si l'on opère de même sur la quantité c , on obtiendra un 
nouveau résultat qu'on regardera comme la racine approchée 
à moins d'une unité du huitième ordre, et ainsi de suite. De 
sorte que chaque opération donnant toujours un nombre de 
décimales double du précédent, on aura facilement telle ap- 
proidmation qu'on voudra ^ en n'employant que la seule for- 
mule 

X 

qui fournit toutes les approximations successives , en y faisant 
i°^c=a, et calculant le quotient jusqu'aux centièmes, ce qui 
donne j:=i; 2? x=zby et calculant le^quotient jusqu'aux dix- 
millièmes, ce qui donne a:r=tf ; 3** jr = c, et calculant le quo- 
tient jusqu'à la huitième décimale , etc. 
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Tout ce qui précède suppose qu on peut négliger, dans l'ex- 
pression générale de /, Tensemble des termes qui contiennent 
les puissances de / supérieures à la première. 

Ainsi, pour calcider b^ c. . ., nous avons admis que cet en- 
semble était < , < ( j ... Or il peut arriver qu'il soit 

loo Vïooy ^ 

> , ou > ( j . . . ., et alors les valeurs correspondantes 

loo \ioo/ "^ 

i, c. . • , sont inexactes. C'est pourquoi il est nécessaire de véri- 
fier chacune d'elles à mesure qu'on l'obtient. 

Pour vérifier si la première valeur b est réellement approchée 
à moins de • on substitue dans X la valeur ^= &, et en 

lOO 

comparant le signe du résultat aux signes des substitutions qui 
ont donné pour point de départ â; = a, on voit si la racine 
doit être > ou <&, et alors, selon le cas, on substitue 

x=i ou x=b-^ . Si le résultat de cette substi- 

lOO lOO 

tution a un signe contraire à celui de la substitution x=zbj on 

peut être certain que la valeur b est approchée à moins de * 

Mais si les deux résultats sont de même signe, on en conclut 
que la valeur b pèche par excès ou par défaut. Alors on ne peut 
employer la méthode de Newton qu'en prenant pour point de 
départ une valeur plus approchée , par exemple , à un demi- 
dixième, et qu'on obtient par le resserrement des limites (396). 
On vérifie de même la nouvelle valeur qui en résulte , et si 

elle n'était pas exacte à près, on rapprocherait encore les 

limites; ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait deux décimales 
exactes. 

On vérifie de même la valeurs, en substituant x = Cj puis 

xzzzc , ou bien ar=:cH . Si la quatrième déci- 

loooo lOOOO ^ 

maie est inexacte , on la supprime , et l'on vérifie les trois pre- 
mières. Si elles sont exactes, on s'en sert pour obtenir une 
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nouvelle valeur ayant six décimales, qu'on vérifie de même; 
ainsi de suite. 

L'habitude du calcul fait ordinairement reconnaître, sans vé- 
rification, si quelque valeur intermédiaire pèche par excès ou 
par défaut. Lors donc que les opérations ne présentent aucune 
contradiction jusqu'à ce qu'on obtienne l'approximation cher- 
chée , il suffit de vérifier cette dernière valeur. 

On pourrait aussi, par cette méthode, trouver les racines 
commensurables , si on ne les avait pas supprimées dans l'équa- 
tion. Elles seraient alors exprimées par des fractions décimales 
terminées ou périodiques. Mais si la fraction devait être pério- 
dique, on ne pourrait s'en assurer qu'en substituant dans l'é- 
quation la fraction ordinaire équivalente à la fraction pério- 
dique. 

Méthode de Lagrange, 

3^98. La méthode de Lagrange consiste à exprimer chaque 
racine incommensurable en fraction continue. Elle est loin 
d'être aussi simple que celle de Newton, mais au moins elle 
n'offre aucune incertitude. 

Soient a et a + 1 deux nombres entiers consécutifs com- 
prenant une seule racine réelle et positive de l'équation X=o. 

Si l'on y fait j: = a-t--, et qu'on nomme Y=o la transfor- 

mée en/, qui sera de même degré que X=:o, on voit qu'elle 
aura nécessairement une racine positive et > i. Mais elle n'aura 
qu'une telle racine; car si elle en avajt plusieurs, on en conclu- 
rait qu'il y a plusieurs valeurs de œ comprises entre les nom- 
bres a et a + I. D'après cela, si l'on substitue dans Y=o les 
nombres entiers i , 2, 3,. • . , on est certain de parvenir à deux 
nombres consécutifs b eib+ i qui donneront des résultats de 
signes contraires, et comprendront ainsi la valeur cherchée 
de /• La partie entière de cette valeur est évidemment égale 
à b. 

Si l'on opère sur b de la même manière que sur a^el qu'on 



fasse 7 = 3 +~ dans Y=:o, la nouvelle transformée Z==:o 

aura pareillement une seule raetne positive > t , dont on dé- 
terminera la partie entière e par la substitution des nombres 
I j d^ «1^ • • • • 

Si Ton fait de même z=c + - dans Z=:: o, et ainsi de suite, 

u 

en remontant alors de proche en proche jusqu'à j:= A + -, 

on aura la valeur dé x exprimée par une fraction continue 



ar = aH- 



*+ I 



c? + I etc. 



Il est bon de former (222) les réduites à mesure qu'on pousse 
l'opération , afin de pouvoir l'arrêter dès qu'on en aura deux 
consécutives donnant une différence moindre que l'approxi- 
mation cherchée (224)* 

399. Lorsque, dans le cours de l'opération, on est conduit à 
une transformée identique avec la précédente, la fraction con- 
tinue, qui donne la valeur cherchée, est nécessairement pério- 
dique. Mais lorsque toutes les transformées sont différentes, 
comme il peut néanmoins arriver que les mêmes quotients in- 
complets se reproduisent dans le même ordre , il faut vérifier 
si la fraction continue est réellement périodique. A cet effel, on 
forme l'équation du second degré, qui, dans ce cas (226), doit 
donner sa valeur, laquelle est alors de la forme a+ V^ï; et 
comme l'équation proposée, en supposant ses coefficients ra- 
tionnels, ne peut avoir la racine a + i/"è sans admettre encore 
la racine a — yî , il en résulte que le premier membre de la 
proposée doit être exactement divisible par le premier membre 
de cette équation du second degré. Donc, si la division indi- 
quée se fait exactement , la fraction continue est réellement 
périodique, et la proposée peut en outre se ramener à une 
équation d'un degré moindre de deux unités, 

400. On facilite le calcul des transformées successives en 
Xi z,» ., par la considération des polynômes dérivés (3 10). D'à- 



bord lorsquon fait x z=a+ - dans la proposée X=o du degré 

m, en représentant (comme au n^ igy) par A^ A'^ A'\. • • lea 
Tsleurs que prennent pour jr=a le polynôme X et aes dérÎTéa 

X', X'',. • . on a la transformée 

. ., I A" I A" I 

A+A --i ^—H 5-T- + ...=o; 

jr a 7* 2.373 

et en multipliant tous les termes par y^ pour faire disparaître 
lei dénominateurs, il vient 

A" A'* 

La loi des coefficients étant évidente, si l'on représente par 
B, B', B". . .,les valeurs que prennent, pour7 = i, les poly- 
nôme» Y, T, T\ * f 9 on a inunédiatemenii pour la seconde 
transformée , l'équation 

a a. 3 

et l'on obtient de même toutes les autres. 

4oi. Remarque I, Lorsque deux entiers consécutifs a et a+i 
comprennent plusieurs racines , on ne peut appliquer cette 
méthode qu'après avoir transformé l'équation proposée en une 
autre, dont les racines soient celles de la proposée multipliées 
par un nombre tel que la partie entière des racines de la trans- 
formée ioit différente. Cependant on peut éviter le calcul de la 
transformée dans certains cas, comme lorsque deux nombres 
consécutifs comprennent deux racines qui ne sont pas extrê- 
mement rapprochées. 

402. Remarque IL Le théorème de M. Sturm donne le 

moyen dd calculer, sans faire aucune transfora^atioit ^ foates 

les racines qui ont la même partie entière. 
Soient a et a + i deux entiers consécutifs comprenant {Au- 

sieurs racines de X=:o, on fera jc::^a + - dans toutes les 

X 

fonctions X, X,, X,,, . • en ayant soin de s'arrêter à la pre- 
mière d'entre elles qui conserve le même signe pour toutes 
les valeurs de x. Alors on déterminera la partie entière des 
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valeurs de y qui sont > i , en substituant dans la suite 
Y, Y|, Y.,* • • • les nombres entiers consécutifs. En effet, les 
résultats fournis par les substitutions ^=i^ et j"=>b + i dans 
la suite des fonctions en^, sont évidemment les mêmes qu'on 

obtiendrait en substituant jrzzza + yetxzzza-H 7 dans 

b ^H-i 

la suite X, X., X,,. . . Donc la différence entre les deux nom- 
bres de yariatjons égale le nombre de racines de X = o com- 
prises entre les valeurs a + -rt\a + j qui correftpondent 

aux valeurs de^ comprises entre betb+i. 

Si b et b+ i comprennent plusieurs valeurs de /, on fera 

j=£-4- - dans les fonctions en j, et Ton déterminera la partie 
z 

entière des valeurs de z qui sont > i , en substituant dans les 

fonctions en z les nombres entiers consécutifs ; ainsi de suite. 

On rend le calcul plus simple en réduisant, dans chacune des 
fonctions enjTy z, . • ., tous les termes au même dénomillateur, 
qu'on supprime ensuite, pourvu qu'il soit positif. 

Lorsqu'une des inconnues j^, z . . ., n'a qu'une seule valeur 
comprise entre deux entiers consécutifs, on n'a besoin de 
considérer, pour cette inconnue, que la seule transformée dé- 
duite de la fonction X. Si c'est la valeur de a: qui n a qu'une 
seule valeur comprise entre deux entiers consécutifs , il est 
évident que le procédé rentre identiquement dans la méthode 
de Lagrange. 

S a. applications numériques^ 

4o3. Prenons, pour exemples, les équations déjà traitées 
dans le n» 388. 

Exemple I. Soit l'équation 

x^ — 5x — 6=0 

ayant une seule racine réelle qui est comprise entre a et 3. 

Si l'on emploie d'abord la méthode des limites (392), on 
trouve que les substitutions a? = a,5 etx;=:3 donnent des 
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résultats, Fun négatif, l'autre positif. Donc la racine est com- 
prise entre^ 3,5 et 3. En substituant ar= 3,7, on a un résultat 
positif; ainsi la racine est entre les nombres 3,5, 3,7, et par 

conséquent égale 3,6 à moins de — • 

1^ Proposons-nous d'obtenir une plus grande approximation 
par la métbode de Newton (397). 

On a X = a:* — 5ar— 6, X, = 3a:'— 5, 

Ainsi toutes les approximations seront données par la formule 

, . x^ — 5a7 — 6 

En faisant â? = 3,6, on a 

Ir424 

donc la valeur de x» approcbée à moins de 9 est 

^^ 100 

X = 3,6 + 0,09 = 3,69. 

Pour vérifier si le chiffre des centièmes est exact, on 
substitue dans la proposée x = 3,69, ce qui donne un résultat 
positif; or, la valeur J7 = 3,6 a donné un résultat négatif. 
Donc la racine est comprise entre 3,6 et 3,69. Faisant alors 
a:=3,69 — 0,01 ou 3,68, on trouve un résultat négatif ; ainsi 
la racine est comprise entre 3,68 et 3,69. Le chiffre exact des 
centièmes est donc 8. 

Pour avoir une plus grande approximation , on fiiit J7= 3,68 
dans la formule (i), et Ion trouve 

o,i5x368 

Donc la nouvelle valeur approchée de x est 

X = 3,68 + 0,0091 = 3,6891 . 

Pour la vérifier, on fait d'abord, dans la proposée, la substi- 
tution 0?= 3,6891. Le résultat -f- 0,000078065971 montre que 
la racine est comprise entre 3,68 et 3,6891* Substituant encore 
;r = 3,6891 — 0,0001 ou 3,6890, le résidtat — o,oox58893x 
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monlrequ^Ia racine est entre 3,6890 et 2,6891. Ainsi le chiffre 
exact des dix-millièmes est o. En contînuanl de mêtne j on 
pourra pousser l'approximation aussi loin qu'on le Toudra. 

2"* Appliquons maintenant la méthode de Lagrange à la re- 
cherche de la même racine, sachant qu elle est seule comprise 

entre a et 3. On doit Élire x = 2-+- -, et chercher la transformée 

r 

en/, qui est (4oo) de la forme 



A" A'" 

or on a 

X=a;' — 5a: — 6, X'=3:p' — 5, ix" = 3a:, JLx"' = i: 

2 2«Jr 

donc A =2^ — 5.2-^-6= — 8, 

A' =3'. 2* — 5=s:y, 

» 

I 



A/" 



2.3 

1* transfennée, 87^ — 77* — 67^—^1=0. 

On voit aisément que le premier membre donne un résultat 
négatif pour/= i , et positif pour^= 2. Donc la valeur de/ 

6B» oiMRprise e»tre i et 2^, et 3 fiiut ftiire 7= i H — • ^<w> U 
calcul de la seconde transformée : 

B = 8.1'— 7.1'— 6.i=--6, 
B' =:24.i'— 14.» —6=4, 

iB"=a4.i- 7-Ï7, 



1 

2 



3B"=S, 

2^ transformée , 6-s'' — 4^' — 1 72 — 8 = 0, 

€Ni trouve que i^rsa^ donne «»i««idtai;n^^u£^eft^.s = 3im 
iWilItM paaitif. Dvnms. k vafeur d)e z^ est cosipriAe enbre a e^3^ 



j 
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et il faut poser 2=2+-, Voici le calcul de la troisième 

u 

transformée : 

C= 6,2' — 4^^* — ^7»^ — 8=^-10, 
C' = i8,2* — 8,2 — 17 = 39, 

- C"=i8.2 —4 = 32, 



C'"=6, 



2.3 

3* transformée , ion*— 3911*— 32m — 6=0. 

On trouve que tt=4 donne un vésultat négatif, et u = 5 un 
résultat positif. Donc la valeur de u est comprise entre 4 ^C 5, 

et il faut poser uzssJi+ ^.Le calcul donne 

4* traasforoiée, n8r'— 36<*— 8xf— io=o. 

Les sobstitutiona t:=zi et (:=s2 donnant des résultats Tun 
positif y Vautre négatif, la valeur de ^est comprise entre i et 2$ 

et si Ton voulait aller plus loin, îl faudrait p<>9er f:s: i -f-- • 
En se bornant aux valeurs précédente», on a 



jr:=a 



i-f-i 



2+1 



4+1 



1+ Me. 

L«s pc o hw i cs die cette fraetion conitwiM sont (asa) 

2 3 8 35 43 

I I O 10 10 

Si Ton remarque que le dénominateur de Ta réduite s(uivante 
est am «Mans éfpà à 99, et que Toa eakiile, d après k règle 
donnée plus haut (21^), lerreiir ^ue Ton commet en pr«»eat 
une des réduites pour la valeur de :r, on trouve le$ résultats 
suivants : 
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a I 

j?=: - , erreur en moins et < ou i 

3 , I I 

0;=: - , erreur en plus et < — ^ ou -^ 

8 II 

x= 5 , erreur en moins et < -5 — s ou ■^- 
o o.io 09 



35 



I I 



x=-ôi erreur en plus et < — x — tt ou — ^ 
10 '^ 10. 16 aoo 

43 .11 

or = -7; , erreur en moins et < — r; ou 



Si Ton réduit en décimales la dernière valeur 0; = — p;, on 

10 

trouve a; = 2,6875. La valeur -^ étant trop faible et approchée 

à moins de 7^-7 ou à peu près o,ooa , en faisant cette correc- 
404 

tion, on trouve x = 2,6895, dont les trois premières décimales 

sont exactes , comme on la vu par la méthode de Newton. 

4o4* Exemple II. Soit lequation 

a? — 70: + 7 = o. 

On sait (388) qu'elle a toutes ses racines réelles, deux posi- 
tives et une négative. Les deux positives sont comprises Tune 
entre i et i,5, lautre entre i,5 et 2; la négative est entre 
— 3 et — 4- 

Si Ton veut d'abord obtenir la première racine à — près, il 

faut resserrer ses limites (396). Or la substitution ^=:i,4 
donne un résultat négatif , tandis que a; = i,5 en donne un 
positif. Donc la racine est entre i,4 et i,5 , et par conséquent 

égale 1,4 à — près. 

i® Pour obtenir une plus grande approximation par la mé« 
thode de Newton, on prend (397) la formule 

X 
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qui devient ici 

En faisant x=i,49 ^^ trouve / = — o,o5| et par suite 
x'=, 1,35. 

En faisant dans la même formule xxrz i,35, on trouve 
^ = 0,0068, et par suite x= i,3568. 
Pour vérifier cette valeur, on fait, dans 1 équation proposée, 
dabord x=i,3568, ce qui donne +o,oooi4i586432, 
puis j:== 1,3569, ^^ 9^^ donne — 0,000006100991. 

Les résultats étant de signes contraires , on voit que la racine 
est entre les nombres substitués, et que par conséquent tous les 
chiftres du premier sont exacts. On pourra pousser lapproxi- 
mation tant qu on voudra. 

On trouvera de même que la seconde racine positive est 
x= 1,6920. Pour vériBer cette valeur, on fait, dans Téquation 
proposée, 

d*abord x= 1,6920 , ce qui donne — o,oooo34i 12000, 

puis .r=: 1,6921 , ce qui donne + 0,000124797961 ; 

d où il suit que les quatre décimales de la première valeur sont 
exactes. 

Quant à la racine négative, qui est entre — 3 et ^4» on 
lobtiendrait en changeant a: en — x dans la proposée, et en 
donnant le signe — à la racine positive qu'on trouverait entre 
3 et 4 pour la transformée. Mais comme 1 équation proposée 
n a pas de second terme , il en résulte que la somme des ra- 
cines est nulle , et que par conséquent la racine négative est 
égale, en valeur absolue, à la somme des deux positives. Cette 

racine est donc 

x = — 3,0488. 

a*" Pour calculer, par la méthode de Lagrange, les mêmes ra« 

3 , 
cines positives, qui sont comprises, l'une entre i et -, l'autre 

3 
entre - et a, on doit d'abord (4oi) changer la proposée en une 

a 

M. Algebar. 27 
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autre dont les racines positives aient une partie etitiére diffé- 
rente. Or si l'on fait or = — , il est clair que la transformée 

x'' — i%J + ^è = à 



doit ayoir deux rMiae» positives ^ l'iuie enti'e » et 3 et l'atiire 
entre 3 et 4* 

En appliquant à cette équation la marche suivie dans le pre- 
mier exemple , on trouve pour les racines positives les fractions 
cootinnes 



à+i i+i 



1É+t l + I 



4o+ etc. i4-i 



i+i 



Ô + éic. 
Les réduites de la première sont 

a à 8 10 né% 

-> -> ^> -^» ^-5»» 

y 1 9 7 a83 
dont la cinquième donne une erreur en moins et < 



283.^90^ 



« 

ou^ T. Cette réduite revient à 2,7137 dont les quatre dé- 

dftiteë 9MI è^s(ct«à. 

téi ïéàilliy^ de là seciondè ^t*àetioh âont 

h 2, ^r '-1, ï» ^, ^, 

120 5 o i3 £25 
dont la septième donne une erreur en moins et < '--^ — ttt, 

125.100 



I 



• w 



— ^. 6eifë ^ëdtthë i^viétit eîàetèmèiit 8 3^3646; 

Ces deux racihes dé k ttatisformée, étaài divisées ^àr 2> 
donneront pour celles de la proposée 

a:= 1,3368, j:= 1,6920, 
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dont toutes les décimales sont exactes, comme on la vu plus 
haut (i**). 

Quant à la racine négative, on a x= — (i,3568 + 1,6920) 
=— 3,0488. 

Remarque. D'après l'observation qui termine le n^ 4oiy on 
pourrait ici se dispenser de calculer la transformée en x\ Car 

les deux racines pdâitives étant comprises Tune entre i et-^ 

lautré entre - et a, si Ton fait x= i + - , l'inconnue r aura 

a 7 

néoessairement deux valeurs positives ^ l'une entre i et S| 
lautre plus grande que a , et n'en aura pas davantage. 

Par ceit^ substitution on obtient la transformée en jr 

f — 4r*+3j+i=z=o, 

qui, pour 7=1, /=a,7 = 3, donne respectivehient un 
résultat positif, Uti négatif, un positif; d'où il suit que les deux 
racines positives de )a transformée ont i et a pour parties en- 

tièrés. Par conséquent si l'on pose j=i H--, etj:^si+ — , 

on aura deux transformées en z qui n'auront chacune qu'une 
seule racine positive et > i. On pourra donc leur appliquer U 
méthode de Lagrange^ 

Remarque. Nous engageons le lecteur à calculer, d'après 
chaque méthode, les deux racines réelles de Téquation 

jp* — 4^ — 3a: + 27 := o 

qui nous a servi de troisième exemple dans le n"* 388. 

Les deux racines sont positives, l'une entre a et 3, l'autre 
entre 3 et 4* 



•-*7- 
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SECTION IV. 

DBS nÀQKES IIIÀCIII AIRES. 



S I*'. Recherche des racines imaginaires. 

405. Lorsqu'on veut résoudre une équation numérique, on 
peut toujours y à l'aide des méthodes précédentes, déterminer 
toutes ses racines réelles, tant commensurables qu incomnien- 
surables. Si le nombre des racines réelles, que le théorème de 
M. Sturm donne d'ailleurs à priori , n'est pas égal au degré de 
l'équation , on est certain que celle-ci a des racines imaginaires 
en nombre égal à l'excès de son degré sur le nombre des ra- 
cines réelles. 

Il s'agit de trouver les racines imaginaires. Or on sait qu'elles 
sont toutes de la forme a-\rb\/1I\^ aelb étant des quantités 
réelles; ce sont donc ces quantités qu'il faut déterminer. A cet 
e£fet,on substitue, dans l'équation proposée, a-^-b v/^au lieu 
de a:, ce q«i donne un résultat de la forme A-f-B l/^— .ii=:o, 
A et B étant des quantités réelles , fonctions de a et de b. Cette 
équation ne pouvant subsister, à moins qu'on n'ait séparément 

A = o, B = o, 

il est clair que si Ton applique à ces deux équations les pro- 
cédés ordinaires de 1 élimination, on déterminera tous les 
couples de valeurs de a et de i qui leur conviennent. Mais 
comme on ne cherche, pour ces inconnues, que des valeurs 
réelles, on devra rejeter toutes les solutions dans lesquelles les 
deux inconnues ou seulement l'une d'elles auraient des valeurs 
imaginaires. 

En outre, si les coefficients de l'équation proposée sont 
réels ^ les racines imaginaires (292) seront en nombre pair, et 
donneront des couples de la forme adob \/'^. 

406. Appliquons ce procédé à quelques exemples. 
Exemple I. Soit l'équation x^ — aor^H- 5^:* — 4*^+ 6 = 0. 
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Pour déterminer ses racines imaginaires, on substitue 
a -{-b 1/1^7 au lieu de :r, ce qui donne les deux équations 

(i)a*— 2aM-(5 — 6i*)rt» + (6A' — 4)a + (i» — 5A* + 6) = o, 
(a) 4*a* — 6ia' -h (loi— 4i') a -h (ai'— 4i) = o. 

La seconde a le facteur b , qu'on peut supprimer : car à i=:o 
correspondrait la racine réelle xz=.a^ et l'on ne cherche que 
les racines imaginaires. 

On divise donc la seconde équation par£, et l'on élimine n 
entre l'équation résultante et l'équation (i) 9 ce qui donne pour 
l'équation finale en b 

i*— .4i> + 4 = ô, ou (&• — a)*=:o; 

or i* — a = (i+|/I)(A— l/I). 

Donc on a i= — l/ï et i=+i/7. 

Ces valeurs, étant substituées dans le reste qui précède 
réquation finale, donnent a = o et a = — i. Donc les quatre " 
racines de lequation proposée sont 

Remarque. On voit que toutes les racines sont imaginaire«| 
comme on pouvait d'ailleurs le reconnaître à priori^ au moyen 
du théorème de M. Sturm, en formant (38i) les fonctions 

•^> -^j* • • • 

En effet I on a 

X =ar* — 0»* + 5^?*— 4^ + 6, 
Xx = 4^' — 6a:* + loj? — 4j 
X, = — 7X* + 7J? •— aa, 
X3 = aA- — I, 
X, = 8. 

Les fonctions auxiliaires X,,X,, X3, X^, étant en nombre 
égal au degré de l'équation proposée, et la suite des signes de 
leurs premiers termes offrant deux variations, il en résulte 
(386) que l'équation a ses quatre racines imaginaires. 

Exemple II. Soit Téquation ;r* + 4'2^'"+"6«^* + 4'^+5=o. 

On trouvera par le même procédé que les racines sont 
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407. On peut aussi déterminer les racines imaginaires par la 
considération des facteurs du second degré. On sait (^92) que 
chaque couple de racines imaginaires donne ui) facteur du se- 
cond degré à coefficients réels, et jde la forme a^ — aa^-J-a" — b\ 
Ce facteur devant diviser le premier membre, quel que soit or, 
en effectuant la division , Ton obtiendra (342) un reste de la 
forme Ax + B, qui , devant être nul, donnera les deux équa- 
tions A = o, 6 = 09 toutes deux fonctions de a et de b, et 
qui serviront à déterminer, par l'élimination , les couples de 
valeurs de ^z et de £ rendant le diviseur ci -dessus facteur de 
réquation proposée ; d où Ion déduira ses racines imaginaires. 

Enfin on peut trouver cas facteurs ^u neeond degré par la 
méthode des coefficient! ind^fepniînés (343)» 

S 2. Recherche des limite^ des mçdules, 

r 

408. Nous avons exposé (36o) les procédés servant à trouver 
les limites des racines réelles dune équation. En suivant une 
marche analogue, on peut également assigner des limites ren- 

, fermant les modules de toutes les r^nes taul r^Ues qu'iina- 
ginairas. 

Soit réquation à Qoafficients r^^U PII mugin^im» 

oT 4- P^"' -4- Q"—* + =0. 

Pour qu'une quantité , substituée au lieu de x , rende le pre- 
mier membre égal à %éro^ il feut que le module du résultat 
soit zéro (i94)« 

Soient u le module de ^, çt /?, ^,... . ce^x des coefficients 
P, Q. . . , les modules des termes de Téquatifin seront (196) 

et le module de }a soipmp des terme# qui siiivent le premier 
aT" ne pourra (ipS) surpasser la somme c]<^9 mQdule« de ces 
termes , c'est-à-dire , /?!/"*"' + qur~* + • . • . 

Donc, si l'on prend pour u une valeur X satisfaisant à la 
relation 

sT — ^tt"*"* — Jtt""* — >...=:o ou>o, 

il est clair qi)e le module du premier membre de la proposée 
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ne pourra pas être pkis petit que la différence précédente. 
Donc ce module sera différent de zéro, et par suite la valeur 
correspondante de x ne sera point racine de Téquation. En 
outre, toute valeur de u plus grande que X, satisfaisant à plus 
forte raison à la relation d-dessus^ il en résvdte que X est une 
limite supérieure des modules. 

La valeur de X se détermine aisément en substituant à v, 
dans la même relation, d^ val^n positives et croissantes, 
jusqu'à ce qu'on trouve un résultat positif. 

Lorsque les oieffieîents 9, Q. • . ., sont réels, leur valeur 
absolue, prise positivement, est leur module. Soit N la plus 
grande de ces valeurs , on pourra prendre i + N pour Umite 
supérieure. Quant à la limite inférieure, on l'obtient comme 

plus haut (S64), en substituant x = - , et en déterminant une 

limite supérieure V des modules des racines de la translbrmée; 

^ sera la limita inférieure cherchée* 
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♦CHAPITRE IX. 

FONCTIONS SYMÉTBIQVES. 



S 1*'. Théorie des fonctions symétriques. 

409. On appelle ybnc^b/t symétrique toute fonction de plu- 
sieurs quantités qui reste la même , lorsqu'on 7 change ce& 
quantités les unes dans les autres. D après cela, l'expression 

est une fonction symétrique des quantités <i, b^ a. 

Lorsqu'une fonction symétrique est ainsi composée d'un 
nombre quelconque de lettres a y i, c,. • • • arrangées deux à 
deux de toutes les manières possibles, la première lettre de 
chaque arrangement ayant un exposant constant a, et la se- 
conde lettre un exposant ^, on dit que la fonction est double ^ 
parce que chaque terme renferme deux lettres a et i , et l'on 
représente la somme de tous les termes, c'est-à-dire la fonction 
elle-même, par Sfa^'fr^), la lettre indicative S étant prise comme 
l'initiale du mot somme. 

Si chaque terme contient trois, quatre,. ••., des lettres 
a, £, c, ^,. . . la fonction est dite triple^ quadruple^ etc., et s'écrit 
S(fl*iM), S(a«iPc7rf^), etc. Lorsque chaque ternie ne contient 
qu une lettre, comme la fonction «* + i«+c" -{-,.. • elle est 
dite simple y et s'écrit S(«*)ou seulement S.. Par opposition 
les autres fonctions sont dites multiples. 

Quant aux fonctions symétriques fractionnaires, il n'y a pas 
lieu de les considérer, parce qu'on peut les réduire au même 
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(lénoHiinatear, ce qui donne, pour les deux termes, des fonc- 
tions symétriques entières. 

Ja déconcerte de plusieurs théorèmes ayant bien diminué 
lutilité.des fonctions symétriques, nous exposerons seulement 
le théorème général d*où dépendent leurs principales proprié« 
tés, et ncMis nous bornerons à quelques applications. 

4io. Théobuib gknbeal. Toute fonction algébrique sjrmé» 
trique et raiionnelle des racines d*une équation peut s*exprimer 
rattamtellement au moyen des coefficients de cette équation. 

Pour démontrer ce théorème, il faut faire voir qu*il a égale* 
ment lien, lorsque les fonctions rationnelles sont simples ou 
multiples , ce qui donne lieu aux deux cas suivants : 

I^ CAS. Considérons les fonctions simples ou sommes S,| S,.«| 
des puissances semblables et entières des racines. 

Soit l'équation 

(i) j:-+Pj:--'-4-Qx-— +Ra:^... + Taî-4-U=:o. 

Désignons le premier membre par X et les racines par n^b^ 
Cjdj..* on sait (aSa) que le quotient de X par x-^a est 



I— I 



a 



+p 



+ Pa 
+ Q 



M' • • • 



•m— I 









+ T 

Pour ayoir les quotients de X par chacun des autres facteurs 
x-^b^x — c,. • • il suffit de remplacer successivement, dans le 
quotient ci-dessus, a par 6, c,. • • Faisant la somme de ces m 
quotients, et mettant, d*après la notation indiquée, S^, S. .... 
au lieu des sommes a -+- i -f- c . . . , «• +i' -H c' . . . , etc., il vient 



n/x"~'+ S, 


^-»+s. 


>.M— 3 


•+ Sm — I 


+ wP 


+ PS. 




+ PS«_. 




+ otQ 




+ QS«_3 



fù 



+ wT 
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Ce résultat ilcvant être irientique avec le polynôme dérÎTeX' 
de X , lequel est 

si Ton compare les coefficients des mêmes puissances de a:^ on 
obtient^ après la réduction, les /7t — i relations suivantes: 

.S,+P=o, 
S,+PS.+aQ = p, 
(a) { S3 + PS,-^QS,-t-3R==o, 



n n 



Ces relations serviront à détevmîner successivement, et de 
proche en proehe, S^ , 8,, S3,. . . S,„_,. Pour avoir les sommes 
relatives aux exposants > m — i, on multiplia Téquation (i) par 
jr"i ce qui donne 

Sf a)pr9 Pi| remplace a: par c;bacune des fftçiï^es a, £, c,... 
et qu'pp fijoute les résultats, il yient 

faisant successivement nz=zp, /z=i,/i=a,....et remar- 
quant, en outre, que S^=za^ + i^-h c^. • •=:fnj on déterminera 
de proche en proche S«, S,^,,,.. . S^+« au moyen des rela- 
tions suivantes : 

/ S. +PS^-, +QS,-.. ...+TS, +USo=o, 
.j. \ S«+. + P6« -^QS«.. ...+TS. 4-US,=:o, 

( Sm+ii + PSm+ii-i'+-QS,iKl-ii-a» • • +T8«+i-+-DS«=o. 

Ge qui précède s'applique également aux puissances néga- 
tives des racines. Caf $i dans réqyatiop (i) op cbangjp or en — ^ et 

qu'on palpule, au moyen des formules (2) et (3), les sommes 
S, , S, , Sa,. . •, relatives aux puissances positives des racines 
de la transformée , il est clair qu'on aura pour sommes celles 
qui seraient désignées p^r S_,, S_,,S_3,. . ., pour les racines 
de la propo^^e. 
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IV CAS. ConsicléroDS maintenant les fonctions multiples. 
I® Pour déterminer d abord la fonction double S(a*É^), on 
multiplie entre elles les deux sommes simples 

pe qui donne le produit 

S«Sji = a«+P + i«+f + ç^-^K . . . 

La première ligne est la somme des puissances a+ ^ des 
racines, ou S.^.^. La seconde ligne est la somme de tous les 
produits partiels formés en combinant la puissance a d*une 
racine avec la puissance P d'une autre. Cette somme est donc 
la fonction double S {^u*b^). Ainsi l'on a 

4'où (4) g(a«60=^S.§,^3.+j, 

a*' Pour déterminer la fonction triple 8 {afib^b^), on multiplie 
entre elles les trois sommes 

S, = a« + i« + c*,.., 
Sp= «^ + i^ -h* c^ . . . , 

ou bien , 4'après }e i^, on mi^ltiplie luqe par laptre les deux 
quantités 

Alors pn voit que ]e produit total doit contenir Içs (rois 
sortes de produits partiels suivants : 

i^ La somme des produits de deux lettres prises Tune arec 
Texposant a-j-y, l'autre avec Texposant p. laquelle somme est 
S(a*+^iP); 2° la somme des produits de deux lettres prises 
avec les exposants P + y et a , c'est-à»dire , S (a^+^ft") ; 3° la 
somme des produits de trois lettres prises avec chacun des ex- 
posants a, P, y, c'est-à-dire, S(a*3Pc^). Donc 

S(a«iP) S^=:S(aH-ïiP) +S(aP+T^) +S(a-iM). 
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Ainsi, en remplaçant les fondions (lonl)les S(Wp), S(rt*+^A^), 
S (//H ^i*), par leurs valeurs iléiluîtes de la formule (4), on a 
pour les fonctions triples la formule 

(5) S(rt«iM)=S.SpS^— S.+pSy— S«.,.ySp— Sp+^.+ 2S.+p+^. 

En suivant une marche analogue, on obtiendra les fonctions 
quadruples,. • . et en général multiples de la forme SÇa'^b^c^, . ,)• 

En outre, il est clair que lequation (i) ayant des entiers pour 
coefficients et Tunité pour celui du premier terme, les sommes 
S, , S, , Sj,, •, et par conséquent S («"^^), S (a^ft^c^),. •, s'ex- 
primeront, sans dénominateurs, en fonction des coefficients 
de réquation proposée. 

Maintenant toute fonction symétrique et entière étant néces- 
sairement composée d'une suite d'expressions semblables aux 
précédentes, et toute fonction rationnelle pouvant se réduire 
à une seule fraction dont le numérateur et le dénominateur 
soient des fonctions symétriques entières, il en résulte que 
toute fonction symétrique comprise dans l'énoncé du théorème 
pourra s'exprimer par le même procédé. Ainsi le théorème se 
trouve démontré dans son entier. 

Si l'on applique le premier cas du théorème à l'équation déjà 
traitée 

on trouve S, =o, S, = i4, S,=-— 21, 8^=98. 

4ii* Remarque. Lorsque plusieurs des exposants a, ^,. ••• 
deviennent égaux, les formules précédentes doivent être mo- 
difiées. 

Soit a= p. Alors tous les termes dont se compose la fonction 
S(/ï*iP) deviennent égaux deux à deux. En effet, ces termes sont 
(4 10, 2* cas) tous les produits qu'on obtient en combinant la 
puissance a d'une racine avec la puissance ^ d'une autre, et 
sont par conséquent deux à deux de la forme fl»i% ^*aP, qui, 
dans le cas de a = P, égalent tous deux a^b'^. Ainsi la formule 
(4) devient 

S(a*i-)=-(S.a — S,.). 
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De même, si dans la formule (5j on i 
termes de la fonction S(a*b^c^^ deviennent 
effet, ces termes sont tous les produits de 
aTec chacun des exposants a, p, v, et so 
trois à trois de la forme (Cl^c^^ b^a^c^ ^ (f^b>d 
de a= P=Y> égalent tous trois a*^c*. Ain 
devient 

S(/r^c«) = i (S.3 — 3S,. S. + a 

$ a. jippi (cations h. V équation aux carrés d\ 
r élimination et au degré de l^équatic 

4i2- La théorie des fonctions symétriques \ 
transformation des équations, pourvu toutefo 
de la transformée ne puissent être que des 1 
nelles des racines de Téquation donnée. 

La marche générale consiste à déterminer d 
de la transformée, puis les sommes des puissa 
de ses racines, d*où Ton déduit les coefficiei 
voit que ces différentes sommes doivent êl 
symétriques des racines de la proposée, e 
peuvent s'exprimer au moyen de &es coefficii 

4 1 3. Application I. Trouver l'équation 
sont les carrés des différences de celles d'une 

Soit 1 équation donnée 

(i) ar + Par-' + Qar-\ . .+ U: 

L*équation cherchée sera de la forme 

(a) j8"+/7z"-* + yz'^*...-f-ii = o, 

dont il faut déterminer le degré et les coef£ 
Représentons par S,, S,, S,,. ., les sonim 
semblables des m racines a, i, (?,.., de Téqu 
par^,, 5,,^3,. •, les sommes des puissances 
racines (a — i)', {a — ^)*, (i — c)*,. ., de Te 
D'abord il est évident que le nombre n de ce 
est égal au nombre des combinaisons qu on 
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m premières prises deux à deux. Donc le degré de 1 équation 
cherchée est n = - /w (m — i). 

Maintenant on sait (4iô, i®) exprimer S, , 9,, S3,. . ., en 
fonctioil des coefficients connus dé 1 équation (1), et dé même 
^o ^af ^s* M ^^ fonction des coéfftcients inconiiiis de Féquation 
(2). La question se réduit donc à trouver des relations entre 
S, 9 S. y S3. ., et 5,1 ^a, ^3..*9 d*où Ton déduira les coefficients 
de 1 équation (2} en fonction de ceux de I équation (i). 

Élevons à une puissance entière et positive a les racines 

^a — A)* > (û — ^)* • • • > nous aurons 

j,=(a— *)»•+ (a — c)»«+(i — c)"+. . . . 

Ce qil*il ;^ a de plus simple pour obtenir cette somme est de 
prendl*e lexpressioii 

ç (ai) = (a? — a)" + (a? — i)»* + (a? — c)" + etc. 

où Ton fera sucèessivement x^=:a^ x=zbj x-mic, . , et d'arfouîer 
les m résultats. Or, aa vêtant un nombre pair, on a 

« 

donc 2^,=z<p(a) + 9(i) + 9(i) +. . . . 

Mais si on développe les puissances aa dés m binômes 
(dr— -a)**. . ., dontf (x) est composé, on a 

aafaot — 1) . 

''W={ : aafaoc— 1) 

+;i:^« — 2a*^*«-«H ^ ^ b^x"^^. • . + i»* 

1 .2 

^ 2araa — 1)^ 
= mx^— 2aS^*«-' H ^ — r-^ S^*»-» . . . + S„; 

et en faisant successivement ;r=: a, 0;=: &,• •, on trouve pour 
là somme des résultats 

1 .2 

On pénî Simplifier cette rélatioh eh considérait qttè les 
tènries à égale distsince des extrêmes s6nt égaux et de même 
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signe. En ontte^ \è déyeloppement ayant aa+ i teritiea, le 
terme du milieu est zt — ^^ — — 5 ^^ o,S,. 

Donc enfin , eh divisant par 2, d'est-à-dire en prenaht les a 
pretniêts térfiies et Seùlemetit la ttioltië du tertne du iriiiieu y on 
a pour la relation cherchée 

, c et ^aât(aa-*-i) . ^ 

1.2 

. i ao<2Qt — 1) (2A— a)..;(â + i) c ç, 

2 1.2. o.. .a 

Pour réstimê^r, dfi calculera les ^onitnés S,, S,, 83... .S^» au 
moyen deâ relations (2) du n° 4^0 ^ qtii sont 

S,+P = o, S,4-PS,+2Q = o,etc.; 

puis, dans la formule précédente, qui donne la valeur de s^ on 
fera successivement a= i , a= 2, a = 3^« • «azz:», ce qui 
donnera, pour déterminer les n sommes ^^ , 5, • • .5«, les rela* 
tions St=imS^ — S,S,, ^, = ^84 — 48x83-4-38^,, etc.; enfin 
on calculera les n coefficients /? , 9, r. • ., au moyen des rela- 
tions entre ces coefficients et les sommes 5, , 5 s^j d*où 

Ton tire 

/>=i— '^i i g=—-{s^+ps^)j rr= — ^(j3+/>j,+ j5,), etc. 

Si l'ori applique cette règle à 1 équation :r^ — 7^: + 73=0^ 
on trouvé que l'équation aux carrés des différences, qui doit 
être de la forme z^ -^pz* + j^ + r=: o ^ est réellement 

^ -^ 4î*^* + 44^-2 — 4^ = o» 

En opérant de même sur l'équation générale du trobième 
degré x^ -f- Qx -4- R = 6 , on trouvé 

i^ -h 6Qjj' + 9Q*« -f- (4Q^ 4- 27»*)!» o* 

^tJ{^ APPLICATION II. Éliminêt % entre les deux éqUaUùài 

(i) xT + T? ar-' 4- Q .2?"^ + R «"^. . . .=0 , 
(2) sr +P'jr^* + Q'x»-* + RV-». . . .=0, 

dttP, Qj. • • P'^ Q'. . . soHt des fonctions de y. 
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Supposons que le degré m de la première ne soit pas inférieur 
au degré n de la seconde. Admettons qu'ayant résolu l'équation 
(i) par rapport à ^, ses diverses valeurs soient a, 3, c,. • . • 
fonctions de/; en faisant successivement jr=:a, x=zbj x=^e^ 
etc.| dans 1 équation (a), on aura, pour déterminer les valeurs 
de/, les m équations 

a" + Pa— « + Qa— » + Ra"-^ , .= o, 

^^ ^ c« + Pc'-» + Qc»-* + Rc— '...=o, 
etc. 

Or, si Ion multiplie entre elles ces m équations, on aura une 
équation résultante qui sera satisfaite par chaque valeur de jr 
tirée de l'une d'elles, et ne pourra l'être autrement. Donc 
l'équation résultante est X équation finale en y. Comme d'ail- 
leurs les facteurs de ce produit restent les mêmes quand on 
change les quantités a, 6, ^,. . . les unes dans les autres, il 
est clair que le produit ne renfermera que des fonctions symé- 
triques entières et rationnelles de ces quantités, et par suite 
pourra s'exprimer rationnellement au moyen des coefficients 
de l'équation (i). 

4i5. Ce procédé donne le degré de l'équation finale. 

En effet, chaque terme du produit des m équations (3) étant 
le produit de m termes pris chacun dans une de ces m équa- 
tions, et que nous désignerons en général par Aa*, B6^, Cc^..., 
le terme du produit sera (ABC.) {a^b^c^..,). Mais le produit 
total est une fonction symétrique des quantités a, 3, c. • . 
Donc il contiendra tous les termes de même forme qu'on peut 
composer avec ces quantités, lesquels termes sont compris 
dans l'expression (ABC. • •) {a^b^c^. • .), dont il reste à évaluer 
le degré. 

Le degré de chaque terme des équations (i) et (a) devant 
égaler au plus le degré de 1 équation , il résulte des conventions 
précédentes que le degré de/ égale au plus n — a dans A, 
n — pdansB, n — y ^^"^ C,... • Donc ABC. • • est au plus 
d'un degré égal à mn — a — p — y... D'ailleurs, F étant au plus 
du 1*' degré en/, Q du a".,*, les relations (a) du n^'4io 
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montrent que le degré de jr sera au plus égal à i dans S, , 
a a dans S. . • ., à a dans S., et en général à a+ ^ + Y^ ^^^*' 
dans la fonction S (a^b^cf. . •). Donc le degré en / de l'expres- 
sion (ABC. . •) S(a*6^cT. • •), et par suite de l'équation finale, 
est au plus égal à //t/t. 

Cette proposition étendue à un nombre quelconque d equa* 
tions n'est autre que le théorème de Bezout (334)* 



♦CHAPITRE X. 

SÉRIES. 



SECTION PREMIERE. 

HOTIOHi SUR LES SÈUËS, TH^RÈMEfi SUR LEUR 00NTER6EMCB. RINÔME POUR TOW 
LES CAS. SéRIES ElPONBNTtBLLES ET LOGARITaHIQUES, 



S l*^ Notions sur les séries, 

4i6. On appelle série une suite illimitée de termes qui pro« 
cèdent suivant une certaine loi. Une série n'est utile que si 
Ton connaît la loi suivant laquelle chaque terme se déduit des 
précédents y parce qu'alors on peut calculer un terme d'un 
rang quelconque sans être obligé de passer par les termes 
intermédiaires. Le terme qui sert à calculer tous les autres se 
nomme terme général, et doit ainsi contenir une indéterminée, 
dont les valeurs particulières le changent en tel terme qu'on 
voudra. 

Une série est dite convergente , lorsque la somme d'un nom- 
bre limité de termes consécutifs, à partir du premier, s'ap- 
proche de plus en plus d'une certaine valeur fixe, à mesure 
'on prend plus de termes, t/e manière à pouvoir différer de 
M. Algèree. a8 
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cette valeur d aussi peu que Ton voudra. L*ensemble des termes 
négliges sappellft Yerrenr de cette valeur. Les séries qui ne 
réttipllssent pas cette condition bont nommées divefigentes. 

Oii appielle somnïe de la série I4 valeur fixé dont une série 
convergente sapproche indéfiniment , à mesure qu'oti prend 
uil tiombre de termes très-t^onsidéràble et toujours croissatit, 
mais qu'on né pourrait atteindre qu'en prenant les termes eu 
totalité, c'est-à-dire en nombre infini. 

417* L'emploi des séries se présente dès les premières opéra- 
tions de l'Algèbre. Si l'on veut, par exemple, diviser a par 
on trouve 

a ' , 

■■ =: a+ar-+- or* + etc. 



La nature même de l'opération montre que le quotient ne 
s'arrêtera pas, mais formera une série dont chaque terme se 
déduit du précédent en le multipliant par x. 

Si l'on suppose x ^osiUf , il est bcile dé voir que cette série 

est convergente ou divergente, selon qu'on aa?<i ou:r>i. 

En effet, si l'iin représente par S» la somoi^ àfi» n premiers 
termes, on a 

I — X I — X I — a: 

Cela posé, i** soit ar< i. Alors l'expression -f!fL diminue à 

s — X 

mesuré c|ue n augmente, et peut même (3a6, 3°) devenir aussi 
petite qu'on voudra , en prenant n suffisamment grand. Donc la 
valeur complète ou la somme de la série s'approche de plus en 

plus d'égaler ; ^ ^ ce qui â lieu lorsqu'on a h ==a> , Donc la 

série est convergente. 

%^ Soit 4?> I. Mors en recoiinait i l'inspectîmi même ée k 
série que les termes vont en croissant à mesure que n attg* 
mente; donc leur Sbmme ou la série peut dévenir aussi grahde 
qu'on voudra , et par conséquent est divei^^ente-. 

4x8. Les termes d'une série peuvent décroître indéfiniment, 
sans pour cela que la série soit convergente. 
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Soit) par exemple, la série 

III I I . 

dont les ternies d^crpiftsept indëfinimenti Si Top fait 1^ ftOtnme 
des n f erinçs qui f uiy^nt le tetme - $ f aypir 

I , t I 

+ ^ . _ • • • 4" T—J 



comme chaque terme est plus petit que Tun auelcoYi(jue des 
pmëdanté) s«lt« ionittie sera toujours plus grande que n. -^ 

ou i • Dtac la somtne de tous les termes qui suivent lun quel- 

conque - , se composant d'un nombre infini de parties plkis 

grandes ^ue -, à utte Valeur infinie. Par cotiséqûeilt la série 

est diTei*gehte« 

4i§. n faut bieil se gafder de croire que b iérie 

a + ax+ax*+ etc. 

supposée prolongée à l'infini, doit toujours représenter la va- 
leur exacte du quotient de a divisé par i — a:, quelque soit a:. 
En effet , on a bien 

=za + ax + ax* + etc. 



I — a: 



pour toutes les valeurs de a: plus petites que i, puiSqu'âlofS la 
série forme une progression pat quotient décroissante dont la 

somme est réellement -^ , comme on la vu plus haut(236,3> 

Mais régalité devient fausse pour toi^e yateur de * plus grande 
que I, cDOime ^=2. Çn effet, dans ce cas le preinier membre 

est a, et le second est l'infini. 

En général, si l'on se borne aux n+i premiers termes, en 
ajoutant le dernier reste divisé par le diviseur, on a rigoureu- 
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sèment, quel que soit x, 

a . , «x"+' 
zn-a + ax + ax^ . . . + ax"* H • 

I — X X — I 

Mais si Ion veut avoir tous les termes de la série, il faut faire 

n=oo , ce qui rend la fraction égale à o ou à — oo , sui- 

Tant qu on aâ?<i ouj;>i. Donc on peut la supprimer dans 
le premier cas , et non dans le second. 

D'après cela, pour qu'une série puisse remplacer une fonc- 
tion, il faut nécessairement qu'elle lui soit tout à fait équi- 
valente, et que, par conséquent, si Ton s arrête à un terme 
quelconque, la valeur des termes négligés se'^éduise à zéro , 
lorsqu'on supposé les termes conservés pris en nombre infini. 
Or les séries convergentes satisfont toujours à celte con- 
dition. 

S a. Théorèmes sur la convergence des séries. 

4io. Les séries convergentes étant les seules utiles, et que 
par suite on doive admettre dans le calcul, il faut avant tout 
chercher les moyens de reconnaître si une série donnée satis- 
fait à cette condition. 

Soit tine série quelconque 

(i) i/o+w.+«a+«#3 +«„+ etc., 

et Sm la somme des n premiers termes. 

Si cette série est convergente, il résulte de la définition 
(4i6) qu'en prenant n suffisamment grand, les sommes suc- 
cessives S», S„^,, S«+,, etc., doivent s'approcher indéfiniment 
d'une certaine limite L^ et par conséquent n'avoir entre elles 
que des différences pouvant devenir aussi petites qu'on voudra. 

Or on a S^ :=zu^+u,+u^ +w«-, 

etc. 
d'où Ton conclut 

S«+,— S,=tt^, S^^, — S^^,=tt„^,, etc., 
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et par suile 

S«+3— S«=««+tt„+,+«„+„ etc. ; 

donc, pour que la série soit convergente, il faut que, n étant 
pris suffisamment grand, 

i"* Tous les termes, à partir de »., puissent devenir aussi 
petits qu'on voudra; 

a° Toutes les sommes w;+w»fo K+^»^i+^»^%y etc., puis- 
sent également devenir aussi petites quon voudra. 

La première condition ne suffisant pas, comme on vient de 
le voir (41^)9 ^^ ^^ seconde étant souvent difficile à vérifier, 
on y supplée par d autres conditions que fournissent les trois 
théorèmes suivants, comprenant les cas habituels. 

421. Théorème i. Étant donnée une série u=:Uo + u,+Uj + 
etc., dont les termes n^ ont pas tous le même signe ^ si les mêmes 
termes pris positivement forment une série convergente ^ la série 
donnée Vest également. 

En effet, si, en prenant n suffisamment grand, la somme 
des termes de la seconde série à partir de u^ peut devenir 
aussi pietite quon voudra, il en sera de même, à plus forte 
raison , quand on prendra négativement ceux des termes qui 
sont négatifs dans la série donnée. Celle-ci est donc aussi con- 
vergente. 

4 22. Théorème ii. Une série est convergente ^ lorsque ses 
termes a partir d^un certain rang sont alternativement positifs 
et négatifs y et décroissent de manière à devenir aussi petits qu'on 
voudra. 

En effet, soit ±a un terme compris dans la portion de la 
série satisfaisant aux conditions de l'énoncé ; à partir de ce 
terme, la série sera 

±aqi&±ciprf±etc., 

et en désignant par / sa valeur, on aura les deux relations 

/=±[(a— i)-|-(c— ^-h etc.] , 
/=dt [a—{b — c) — (^/— e) — etc.], 

où les quantités a — i, c — rf, a — {b — c) — (^7 — e). • • ., 
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sont toutes positives, puisque les termes vont en décroissant. 
La première relation tnontre que/ est de méni^ signe que a, 
et la seconde que / es| plus t>eût qu9 a. Coiii|[nP en outre a 
peut être supposé au^s} petit qu on yoiidra, ^n le prenant suf- 
fisamment éloigné, il est clair que / peut également devenir 
aussi petit au on voudra^ et qi|p| p^r conséai;ept| la s^ri^ est 
convergente. 

Pu? exemple , la %àt\é U'»!^ -^^ H- 1 — 4 + «**• ««* Aridem- 

^ • ? 3 4 

ffiept çopYergente, pui^qu rfjp r^piplit leg çqpditipp^ 4w lljéo- 
remp, 

U=«o-f«,+», +«»+ etc.; 

^f tous tes termes à partir d'un certain ranff sont positifs^ et 
que pour de très'grandes valeurs de p le rapport du terme u« . , 
au précédent u„ converge vers une limitç L j la sér(e e^tcorii^er^ 
gente ou divergente selon ^u'on a Ij<i ou h> t. 

1° Soit L< I. Choisissons à volonté un poipbre r compris 
^ntre i et L, r sera< i. On pei^t, d après renoncé^ prendre /t 

asseï grand, pour ^ue les irapporls ^^^ ^S±l^ !!!5±1^ etc., 

diffèrent de L d*aussi peu qu*on voudra , et soient^ par con- 
séquent, <r. Alors à partir de M„,les termes de la i^érie 

^iM-ti ''m-*» ''»+•• ^l^«i 

seront retpeGliVèitiétit plus petite qud 

r^n 1 ru^^ , ru„^^ , etc. , 

^t,àplu^fqrt«rW^Pïîi qwe 

'•«»» r'u^i r^^n etc. 

Mais ceux-ci forment anp progrôssiôti par quotient, dont la 
raisqn est< f, et qui est ainsi conv^rgepte (a36, S""). Donc, à 
plus forte raison, |a série u^^+u^^+ etc,, est convergente, 
et par sui^e la série donnée lest également. 

a"" Soit L> I. Choisissons à volonté un nombre r compris 
entre i et L, r Sera> t. En raisonnant comme ci-dèssus, on 
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▼oit qWçïk jiPin pr^nJre H qssea gr^nrt pour HW les tpruips 
soient respectivement plus giands que 

r<^.f r'^ni 9*Mu} etc, 
Or ceux-ci ciroisseiit iiidëfiniment; donc les termes dé Ift âérfe 

croîtront dd m^ipa indéfifiimdpi s 4'qù il fi^nlt^ qw Pdtm ^^ri^ 

0tl dÎTe^geD^fi* e( que, |»ar pqns4quept| )a ^érie donn^d Vsft 
également* 

fi09fmrqH0. Si toui^ 1^9 l^rme« sont nég^tifi #q dçlà d*i|p 
certain rang, le théorème est vrai pour la série — U. 

Da^s pfi$ à0\ix 0aS) l4 |)iéôr|iiift lai#»e quelque ipper^t^de, 
lorsque la limite L=^ i. 

4^4* Prenons pour exemple les deux séries suivantes \J" pt 
U'", ou l'qn supposé iv pp|itif. 

i"* iditlas^ri^ 



0?" 0?' x^ 



U"=iH 1 \* 5... H s 

I i.a i.a.o x.a.3. • .n 



-l-etc. 



Lfe wppftrt d«< l#rro«9 ,;■.!,, .^4:^ ^t i.a.L.n *»* 
. On voit qu eq f4isant croître n indéfiniment, la valeur 



de ce rapport s*apppoqhe de plus eu plus de wQ| qui est ainsi 
sa limite. Ponc la sérje ^st convergente , quel que soit x. 
2° Soit 

U'"= I a: H — ^ ^^\..±^-^ i-4-- — .M-^a:*»drè|c, 

I 1.2 1.2. • ./ï ^^ 

le rapport du terme eii oj^' au précédent , qui est en a:", sera 

\n+\J \n+i n+ij \ n-^-iJ ' 

et, par conséquent, sera toujours positif pour des valeurs de 
/* suffisamment grandes j de sorte qu'à partir d'un certain 
rangi les termes de la série seront tous de même signe. La 
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limite du rapport ci-dessus est L= x. Donc, x étant positif, la 
série sera convergente ou divergente, selon quon aura x <\ 

ou J7 > I • 

4a5. Pour avoir une limite de Terreur que Ton commet en 
prenant la somme des n premiers termes d'une série conver- 
gente au lieu de la série entière, le procédé général consiste 
à comparer les termes suivants de la série donnée avec ceux 
d*une progression par quotient décroissante, comme on la 
fait dans le théorème précédent. Si alors ces termes de la 
série décroissent plus rapidement que les termes correspon- 
dants dé la progression , on peut prendre la somme des termes 
de celle-ci pour la limite de Terreur qui est nécessairement 
moindre. 

Dans l'exemple de la série U' (4aa) il est évident a priori 
que Terreur est toujours moindre que le premier des termes 
négligés. 

Dans Texemple de la série U" (4^3, x""), si Ton prend n tel 
qu'on ait .r </i, on sera certain que les termes qui suivent le 
»•, savoir 

i»a.../i X.2.3.. ./i(i + 1; 
décroîtront plus rapidement que les termes de la progression 



dont le premier terme est également et dont la raison 

I • 2 • . • f» 



est - . Donc si dans la série U" on prend la somme des n 

premiers termes pour la valeur totale de la série, Terreur sera 
inférieure à la somme des termes de cette progression, et, 
par conséquent (a36, 3"^), sera moindre que 



i.a.3. • .(/z — i) (/i— ^) 
Pour 0?= I , la même série devient 

XI I 

I H- iH 1 T ... H 5 1- etc., 

lîfij«,a*>-. '«^ 1.2.0 I.2.0.../t 

dont la somme est la base des logarithmes népériens ou hyper« 
boliques, et se désigne par la lettre e (238). La somme des n 
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premiers termes donne pour ^ une valeur approchée à moins de 



i,a,..(/i — i) (/i — i) 
Si /<=: ti^ on a 

6=9,7183818 

,111 

a moins de ^ / g /? ô ' — ®»* à^ qq ' 

i.a.o.4*â«o.7.o.9.io 10 ooaooooo 

Il est d'ailleurs facile de démontrer que le nombre e ne peut 

être rationnel. En effet, commela somme - h 7, H — 0— 7 +etc. 

a 2.3 a.0.4 

est moindre que la progression par quotient - + — H — , + etc. 

dont la somme est x , on voit d abord que e se trouve compris 
entre a et 3. Or supposons qu'on puisse avoir 

ail I 

r = — I 5 . • . + ^^ô 1 + etc. , 

b a a.3 a. 3.. .6 

en multipliant les deux nombres par a . 3 • • • (& — i) £ 1 on aurait 

^ ^ *+i (* + i)(*4-a) 

N désignant un entier. Mais la partie fractionnaire étant plus 

petite que la progression y-J-^ +—I— + -J—+ etc., 
dont la somme est t 9 il ^n résulte qu'en ajoutant à N une fraction 

plus petite que 7 la somme serait un entier Cette absurdité 

prouve que e ne peut être qu'irrationnel. 

4a6. On peut encore assigner deuxlimites comprenant Ter* 
reur qu'on conimet en se bornant aux n premiers termes d'une 
série, c'est-à-dire, trouver deux quantités, l'une plus grande, 
l'autre plus petite que la somme des termes négligés. Par 
exemple, si dans la série U'" (4a4î a°), convergente seule- 
ment pour ^< r, on fait jr=-, et que, pour abréger, on re- 
présente par M le terme qui en a n avant lui, il est facile de 



-, + etc. 
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voir, en njoijf m + i et — i au numérateiir des coefficients 
des puissances de - , qu a partir d^ N les termes de la série 
seront 

Gommer îls décroissent plus rapideinenl que eeux à% la pror 
gression par quotient indéfinie 

N + N-4-N -; + etc,, 
• jp 

et moins rapideipent que ceux de la progression 

N+Nri-^+^V + Nfi-^^Y^+etc., 

il est clair que la Somme des termes négligés dans la sérié à 
partir du r^ng n^i sera coropn&e entre les sommes et 

r V" X — ï-r de ces deux progressions. On peut donc les 

{n + i)a — {n — m) ^ ^ ^ 

pfendrf pour bs limite^ dp Terreur» 
Si Ton avait la série 

= 1 +iii^4- -^^ ^^• + etc,, 






ne différant de la série U'^' que par ses termes tous positifs , 
en adoptant les hiémes tiotations que ci-dessus, là Somme des 
termes négligés à partir de ]N serait 

Ces termes étant tous décroissants et alternativement po- 
sitifs et négatifs I on voit que leur somme est 

<ïr et >N-Nr.-^i±iV; 

Terreur est çtpqç comprise entre cçs (imites. 
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S 3, Formule du binôme pour tous les cas, 

427. Nous avons vu (170) que m étant un nombre entier 
positif) le développement de (a +:r)'" est donné par la formule 

(a + xY = a"* + ma^^^x H — a"*"* x" + etc. , 

et que par suite on si (1^8) 

/ N / N vi(m — i) , m(m — lYm — 2) , 

(l) (lr+-^>=:H-l»a?Ti- -^ -f^^g'rh -A ; r\ r^^'+etc. 

^'^ ' 1.2 1.2.3 

0|| pey|i dope SQ borner à considérer cette dernière for- 
nml^i doRî le second membre, ^mltiplié par^"* après qiiqny 

a remplacé x par - , donne le développéknètlt dé {âc+df^^ 

Lorsque m n*est plus un nombre entier positif, on ignore 
à quoi équivaut la série formant le ••oon^ membre. Mais il 
est clair que, même dftns ce cas, s^ valeur étapt liée à celle de 
m, , la série peut être rega|*dée comme le développement d'une 
fonction inconnue de m. Si donc on représente cette fonction 
par F (m), on aqr^, en général, 

-, . . m(m — i) , m(m — i) Im-n^ià) « . 

F (m) z=zi+mx-\r -^ ia^ + ^ ^-\ 1 a? + etc. , 

et ^Q mpifî^f ep remplaçant iî| par /i, 

^, . n(n — i) , n(n — i) in — a) . 

prj^)= I -4- nx+ -^^- ^ x" + -^^ ^-\ ^x^ + etc. 

*^ ^ ' 1.2 i;2.3 

Le produit de ces deux fQi)ction$ ei^t 

FW, F(«)= 

/ mim-^i) , . \ f , Ti(n — t) . \ 

(i+TO^4-— ^ ^*+etc. ) \i+nx-\*^^ ^a:*+etc.j« 

Or, de quelque manière qu'on groupe les termes en effec- 
tuant le produit des deux séries, comme m et n sont des 
quantités indéterminées auxquelles on n'attribue aucune va- 
leur particulière , on est certain que le résultat devra pouvoir 
s'appliquer au cas où m et n sont des nombres entiers positifs. 
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Par conséquent, si Ton réussit à déterminer la forme on pro- 
duit diins ce dernier cas, il est clair que cette forme doit rester 
la même, quels que soient m et n. Mais lorsque m et n sont 
des nombres entiers positifs, m + n en est un pareillement , 
et comme (i+jr)"* (i-|-:r)*=(i+a:)'""'"'', on obtient évidem- 
ment le développement de (i+jt)""^" en mettant m + /i au lieu 
de m dans la formule (i), ce qui donne 

F(/w) . F(/i) ou ( I +^)-+"= 

. / . \ (m + n) (m + n — i) , 
i+(m + n)a:+ ^ ^ ^ i a?* + etc. 

Donc, quels que soient m et n, le produit des deux séries a 
cetie même forme, qui, par conséquent, doit être regardée 
comme le développement de ¥{m+n). Donc, en général, 

¥{m).¥{n)=F{m+n). 

Mais si l'on change n en n +p^ il vient 

F{m).F{n+p)=z¥{m + n+p)j 

et comme F(/i) . ¥(p):=:¥{n+p) , 

on a aussi F(/w).F(/i).F(/?)=F(w+/i-f/>) ; 

ainsi de suite. 

Cela posé, i"" si Von veut déterminer F(/7i), lorsque m est 

une fraction positive-, dont les termes /? et q sont entiers et 

positifs, on prend un nombre q de facteurs égaux à F f - ]• 
Alors , d*après ce qui précède , on a 

et par suite ^\J =^(/^)» 

d'oii Ion tire, en extrayant des deux côtés la racine de l'indice q. 



r©=V^'ïV)=F(f>'- 
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Mais p étant un nombre entier positif, on a 
et réquation précédente devient 

d*où Ton conclut que la série 






+ etc., 

équivalente àFf ^ j , est le développement de (i+<2^) ^* 

^ Si Ton passe au cas où l'exposant m est un nombre né* 
gatif — n, entier ou fractionnaire , comme alors on a m+/t=Oy 
et par suite F(/»+/i)=F(o)=(i+s)*'=i, il est clair que le 
produit F(//i).F(/i)devienlF( — /i).F(/i)=i, d'où 

or, /i étant positif, soit entier, soit fractionnaire, on vient de 
voir que F(/«)=(i+a:)". On a donc 

F(— n)= . ^ , =(i4-j?)-", 

c*est-à«dire que la série 

wf/i + i) , 
I — nX'\ — ^^ a^ — etc. 

1.2 

est le développement de (i+o:)""". 
Donc, quel que soit m, on a 

, . mim — i) , 

(i +jrr = i -^mx H ^ ^ jî* + etc., 

1.2 

et par suite 

(a+ j^rrsa'" + ma'^^^x -i- — ^ ^a"-"»a?* + etc. 

^ ^ 1.2 

428. Reprenons la série 

m(m — I ) , w('/w- 1 ) (//1-2 . . . (/Il -n-l- 1 ) . 

1.2 I •2.;)* • ./l 
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Lorsque m est Un nombre entier poAitif^ cette ftérle «e ré« 
duit à un polynôme composé d'un nombre fini de termes. En 
effet, si dans le terme général on donne à n une valeur plus 
grande que m^ le numérateur du coefficient contient un fac- 
teur qui devient zéro* Ainsi la série se termine et a pour 
somme (i4*^)"- 

Lorsque m est fractionnaire où foégâUf | il glt éTÎdeiit que 
la série doit toujours se composer d'un nombre infini de 
termes. Pour reconnaître quand elle est convergente, et par 
conséquent susceptible d'être employée, il suffit de prendre le 
rapport de deux termes consécutifs, de ceux, par exemple, 
qui en otit H ei «+1 avant eux. Ce rapport è^t égal (4a4) ^ 

I I 1^^ |»| jpg^^ %mit la aene eet convergente pour 

toutes les valeurs de x comprises entre — i et 4- ï ^ diveN 
gente pour toutes les valeurs numériques die àc plus grandes 
que I. 

S 4* Séries expûnehtîetles et logarithmiques. 

429. Ces deux sortes de séries se déduisent aisément de la 
formule du binôme 

M {' -f- ^r = I + wo: -i ^ ' x' •+• etc. 

I** Cherchons d'abord les développements des exponentielles 
e* et a', A cet effet, remplaçons dans là furtnule précédente x 

par eu? et m par-; alors pour toutes lea valeurs de asc com- 

I I 

pnses entre et H — , nous aurons 



^* . . a^ 



ete. 



(i+flu:>=i+ar+-(i — a)-»-^-^(i— a)(i^a«) + 

Cette équation devant subsister, quelque petite que soit la 
valeur numérique de a, si Ton désigne, comme à l'ordinaire, 
par Tabréviation i/m. placée devant une expression qui ren- 
ferme ta variable a, la limite vers laquelle converge cette eX' 
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pressit>n, lorstjue là valeur de a déoroit Intlëfinitnént, oti trou- 
vera, en passant aux limites , et pour toutes les valeurs de x 
comptisèft èhtre — ao et + ao , 

itei. (H^to)- = 1 4- Jfe?+ ^* + — ô 4- etc. 

I 

Or, pour trouver la limita de(i-t-oe«)*i t\ dans kt formule 
précédente on fait x=:i, on aura 

- il 
hm.(i +«)• = I -4- H 1 ï + etc., 

■t 

où la série numérique formant le çecopd membre a pour 
somn^e le fiou^bre désigné par e dans le n*" 4^^» ^% dont on 
peut obtenir une valeur aussi approchée qu on yQudm. 

I 
On a dortc /im. (i 4- d)*=eî 

d*où Ton tirci en remplaçant a par cuc^ 

I 

Si Ton élève les deux membres à la puissance x^ il vient 

ou enfin lim. (i -|- ajc)«=e'. 

Par conséquent I le développemeht de Vèxponentielle if est 

(2) ^ == I +0? H h 5 H 5-7 4- etc. 

^ ^ 1.2 1.2.3 1.2*3*4 

Cette &ériè est toujours convergente (424 et 4^2) pour toutes 
les valeurs de x comprises entre —00 et +00 . 

Si Ton représente par à une Quantité positive quelconque^ ejt 
qu'oti désigne ptr k kttre / tel legérithiMeé d)t^nt là bà^e e^t e^ 
bu ft régttUté As=«^, et par suite il'—é^^ Aihsi là fofihùite (2) 
devient 

(3) a*=ti+xla+ i ^ -h ^^-^ -h etc. 

^ ^ 1.2 1.2.3 
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Cette série est également convergente pour toutes les va- 
leurs de X comprises entre — oo et +00 • 

2° Cherchons maintenant le développement de /(i+^). 

A cet effet, si dans la formule (i) on retranche i des deux 
membres y et^qu'on divise par m^ on obtient un résultat qui 
peut s'écrire 

i =0.--^ (i-«) + -^{x-m) (1--) 

â 

_-(i~«0(^i-7) (^i-yj + etc.. 

où le second membre est une série convergente pour toutes les 
valeurs de x comprises entre — i et + 1. 

Or, si Ton fait converger m vers la limite zéro, on trouvera y 
en passant aux limites, 

„ (i +xY — I x^ x^ 

lifn. i ' =a: — H -7; etc. 

m a 3 

En outre, comme on a i+j?=:e'('+'), et par suite 
(i +a:)-=c-'('+')=i +/;i/(i +x) + ^^'[^^■^^)3' ^ etc., 

d où Ton tire 

(i-^xY — t .f ... //i[/(i+a:)l* 
m ^ i.a 

on en conclut, en faisant converger m vers zéro, 

ce qui donne une seconde valeur du premier membre. Donc 
en égalant les seconds membres de ces valeurs, on a 

(4) /(,+x)=a7— ^4-^ y+etc. 

Cette formule subsiste tant que la valeur numérique de x est 
inférieure à Funité. Dans ce cas, en effet, la série qui forme le 
second membre est convergente (4^^)] aussi bien que^ la série 

x-K hT- + -7- + etc., qui n'en diffère que par les signes 
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j des termes de rang pair (3a3). Mais l'une et l'autre série de- 
1 viennent divergentes, dès qu'on suppose la valeur numérique 
\ de X supérieure à Tunité, et Téquation (4) cesse d'avoir lieu. 

Dans le cas particulier où Ton fait xz=i^ la série de la for 
mule (4) devient 

1 t I 

a o 4 
qui est convergente {4^o). On a donc 

I î/ \ III 

/(2)= I -hg — 7+ etc. 

Mais si l'on fait .r= — i , la série de la formule (4) devient 

III 
— 1 ^ — -z — etc., 

2 4 

qui, prise en totalité, a une valeur infinie (4i8). Donc alors la 
formule (4) donne /(o)= — oo , ce qui est exact. 

Enfin si , après avoir remplacé a: par — a: dans la formule (4)| 
on change le signe des deux membres, en remarquant que 

/(i)=6, on a 

,/ I ^ . ^' x^ 

Il 1 =::c H 4- -5- + etc. 

\i—a:J 2 3 

Remarque, Nous donnons plus loin (443 9 etc.) une autre 
méthode pour obtenir la formule du binôme, ainsi que les dé« 
veloppements de a' et de /(i+o:). 

43o. On peut déduire de la formule (4) une autre formule 
servant à calculer les logarithmes des nombres entiers consé- 
cutifs. En effet, si Ton pose ^=-, comme 

on a 
(5) /(„ + x)=/(„) + i-^+3i^-etc. 

Pour obtenir une formule plus commode, si l'on changea 
en — X dans la formule (4)9 on a l'équation 

M. AlGÈRRE. 29 



4Sa AtiGiMi, 



K Mb uC 



S ^4 



/(i— x)=— ^— -- _ ^ «-. -^ _ etc., 
qui retfanehëé, membre ft metnbte, dé 1 équation (4) donne 



I +A 



Or si Ton pose = t H — , d'où ^= , il vient 

■^ I — a: ^ n 2n+z 

alors 
doua 

2n + Z 3(2/1 -f-^) 5(271 + z)* / 

Au hiojen de eette formule , on s'élève aisément de l{n) à 
l{n + z). 
. Siilaxi^olift 

Ces formules êoat convergentes pour toutes les valeurs po* 
sitives de /i. ^ 

48 1. Tbiltèê leé formulés pticêAéhïéÈ nH dônriétil què les 
logârithtMS b^^ériett» ; kilàis oi) ett dédtiit àiséitiënl d'àutfes 
qui donnent les logarithmes dânS titie baiiè quelconque «i paf 
«tenplè les logarithmes Vulgaires dont ia base dM lo^ fet quon 
désigne ordtnaireiilent pai* la lettre L. Car il suffira (M^) ^ 

multiplier les logarithme» nepérieiïé pàf le module -^ -. Si 

donc on représente ce modute par M, les formules (4) et (7) 
devienneni 

(a^ a? \ 

ar— h -5- — etc. jj 

Pour obtenir la valeur du module M, on doit ditiser i pi» 



I : 
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/ lo. A cet effet, on calcule avec la formule (7) le logarithme 
népérien de a en faisant n= i , puis on a 14^=^22!^. Aiors la 
formule (7) donne /5 en y faisant ;i = 4, et enfin la formule 
(j6) donne / 10 = /5 4- /a. 
On trouTe ainsi 

/ 10 = 2,.1oa385o9a , 

donc M = 0,43429448 1 



SECtiON IL 

MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERMIKÉS POUR LES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE, 

IT PRlMClPALEg AA>L1CA1t01M. 



$ i^'. Pri/ïcipes de la méthode des coefficients indéterminés. 

43a. Le développement d'une fonction en série peut s'effec- 
tuer à Taide d'une méthode dite des coefficients indéterminés* 
Cette méthode, d*un usage facile et commode, peut s'employer, 
1° lorsqu'on a reconnu d'avance qu'il existe une série cotiver«» 
gente équivalente à la fonction donnée ^ et qu'on veut scule- 
metit procéder plus simplement que par les calculA ordinaites) 
a** lors même qu'on ignore ï'il exista une série convergente 
équivalente à la fonction donnée, et qu'on suppose «on élis- 
tence, pour voir si elle sera confirmée par le {salcul. 

Dans le premier cas, la série trouvée n'exige aucune vérir 
fiçation ultérieure. Mais il n'en est pa« de même dans le se- 
cond , et il est absolument indispensable de vérifier d'abord si 
la série obtenue est réellement convergente , au moins pour de 
petites valeurs de la lettre x suivant laquelle elle est ordonnée , 
et, en outré, si elle tist' équivalente à la fonction donnée. 

Cette méthode peut s'appliquer à la recherche des dévelop^ 
pements de presque toutes les fonctions algébriques. Mais si 

^9- 
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elle est commode dans la pratique , elle exige les plus grandes 
précautions pour être employée avec certitude , à cause des 
vérifications qu'elle nécessite ordinairement. 

433. Supposons j ce qui est le cas le plus ordinaire , que la 
fonction F(jr}, qu^on veut développer suivant les puissances 
ascendantes, entières et positives de Xy ait des valeurs réelles 
et variant d'une manière continue, pour de très-petites valeurs 
de X prises à partir de ^= o. 

Posons donc F(j:) = A + ar + (ir* + Da^ + etc., 

A, B, G,. • • étant des coefficients indépendants de x. 

Pour les déterminer, on choisit une propriété de la fonction 
F(â?), offrant d'ailleurs une vérification facile, et conduisant à 
une égalité de la forme 

(i) M + Nar-|-P:F' + Qar» + etc.=o, 

qui puisse être également supposée convergente. M, N,P,.,. 
étant fonctions des coefficients A , B , G , . . . • et indépendants 
de or. L'égalité (1) devant subsister sans qu on attribue k x de 
valeur particulière , il faut, comme nous allons le faire voir, 
que les multiplicateurs des diverses puissances de x soient 
nuls séparément, et qu'ainsi l'on ait les relations 

M=:=o, N = o, P = o, etc., 

d'où l'on déduira les valeurs des coefficients A, B, G, etc. 

Dans certains cas, ces coefficients seront exprimés au moyen 
de l'un d'entre eux qui semblera rester indéterminé, et dont on 
devra trouver la valeur par d'autres considérations. 

Il reste maintenant à prouver que si une équation 

(i) M + N^ + Pa:* + Q;r5 + elc. = o, 

qui satisfait d'ailleurs aux conditions énoncées plus haut, doit 
subsister sans qu'on attribue à x des valeurs particulières , il 
faut qu'on ait en même temps 

M = o, N = o, P = o, etc. 

Faisons , pour abréger, Nx + P«* + Qx' + etc. = Vx , ce 
qui change l'équation (i) en 

M + Uars=:o, 
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et donnons à a: de très*petites valeurs indéfiniment décrois* 
santés. Alors le coefficient M, qui est indépendant de Xj ne 
changera pas de valeur; mais tous les termes de U décroîtront 
indéfiniment, excepté le premier N qui ne contient pas x et 
doit ainsi rester le même. Donc le polynôme U, et par suite 
le polynôme Ux , s'approchera indéfiniment de la valeur N* 
Or, d'après Téquation M + Vx = o , la valeur de Uo? devrait 
constamment être égale à •— M, quel que soit x. Donc cette 
équation ne peut subsister indépendamment des valeurs parti* 
culières de a: y sans qu'on ait M = o , et par suite U=o. 

Maintenant on a No? + Px* + Qa^ + etc. = o , et en divi- 
sant par Xy il vient 

N + Pj; + Q^* 4- etc. = o. 

Si l'on raisonne sur cette équation comme sur l'équation (i), 
on prouvera de même qu'on doit avoir N = o,puis P = o, et 
ainsi de suite ; ce qu'il fallait démontrer. 

434* Remarque I. Le même raisonnement sert à faire voir 
qu'une même fonction F (x) ne peut avoir deux développements 
en série convergente de la forme A4-Bj:+Ca:* -i- etc. 

Car si elle pouvait en avoir un autre A' +B'x+C'x*+ etc., 
on en conclurait 

A + Bx+Cx'+ etc. == A'+ Wx + Cx* + etc. , 

d'où (A— A')4-(B— B> + (C--.C')^+ etc. =05 

et alors, d'après ce qui précède, on devrait avoir 

A — A'=o, B — B'=o, C — C'=o,etc., 

d'où A = A', B= B', C zz= C, etc. 

Ainsi les deux prétendus développements doivent être iden- 
tiques. 

Donc aussi deux séries convergentes, ordonnées suivant les 
puissances ascendantes et entières d'une variable .r, ne peuvent 
être égales sans être identiques. 

435. RemarqueW, Nous avons démontré (4o) que deux po- 
lynômes en nombre fini de termes, ordonnés suivant Içs puis- 
sances entières descendantes ou ascendantes d'une même lettre 
â?, ne peuvent être égaux, indépendamment de toute valecîr 
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de jr, sans être identiqueB, mais le méise raisonnemeDt ne 
pourrait s'appliquer aux séries | dont le nombre des termes est 
illimité. 

On ne pourrait pas non plus démontrer la^oroposition rela<* 
tive à réquation (i) en faisant d'abord â?:=o, ce qui donne-* 
raîi M = o , et Njt •+* Far* -^ Qjk^ + etc. = o , puis en divisant 
eette dernière équation para?, et fsiisant encore jt =30, ce qui 
donnM>ait Nsro, ainsi de suite. Car, la valeur M:::70 étant 
donnée par a: zz o , on a bien rigoureusement 

Na:-i-P:i:*+Q^'+etc.=o, ou ^(N+Pj7+Qa:»-H etc.)=o, 

et , en divisant par j:, N + Par + Qx* + etc. = o. Mais on ne 
peut plus faire ^ = o dans cette équation , puisque ayant déjà 
divisé par j:, on se trouverait avoir divisé par zéro. 

S 2. Application aux expressions fractionnaires. Séries 

récurrentes, 

436. Proposons-nous, pour application de la méthode précé- 

deBte, de développer en série Vexpressioii fractionnaire j— • 

Dans ce cas, on obtiendrait facilement la série équivalente à la 
fraction donnée, en effectuant la division ou en développant 
Texprefsion a'(a+ bx)"^ par la formule du binôme. Mais lorsque 
la fraction est plus compliquée , la méthode des coe$cienl;$ in- 
déterminés devient plus pommode. 

On reconnaît aisément que le quotient cherché doit être de 
la forme A -i- Bat + C^* + Dx* + etc. On posera donc 

= A + B^+ Cj;* + Ba^ + etc., 



a+bx 



}es coefficients A^ B^, Ç, , . étant des quantités indépendantes 
de Xy qu'il faut déterminer. A cet effet, on remarque que le 
quotient multiplié par le dénominateur devant reproduire iden- 
tiquement le numérateur, il faut qu'on ait 



a':;;=Aa4-Ba 
•+Ai 



Ca 
Bi 
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sans attribuer à ^ de valçur particulière. Df \k on conclut (433) 

flf'=Aa, Ba-f-Ai = o, Ca + B3=o, Da + C3=o, etc., 
et par suite 

A=-, B= — -A, C=— -B, D = — -C, etc. 

D'où il résulte qu'un coefficient queleonque se ferme du pré» 
cèdent en le multipliant par , ou qu'un terme quelconque 

se forme du précédent en Iç multipliant ps^r «?• Ainsi 1^ 

aérie est une progression par quotient dont le premier terme 

a' , . * 

est — et la raison x^ 

a a 

a' a' a' b a' b' ^ a' b^ ^ 

a + bx a a a a ar a ar 

437. Prenons maintenant lexpreasion fr^otioAiuâre plus géi- 
nérale 

a' + b'x + cV. . . -^fx^-^' 
a +ba: + çx^. . *r^gx^ 

Le quotient sera également une série de la forme 

A-f-B^ + CLp* + Gx^-'+ HaT + lx^'-^^tç^ 

Patur défeevmiiier 1m coefl^oients A , B, G,«, . • qui sont iàdé- 
pendapts de ^1 on effectue le produit de la série par le polvi* 
nome dénominateur, et comme il doit reproduire identique- 
ment le polynôme numérateur, il en résulte qi|e les çpeffipient^ 
des m premiers termes du produit sont égaux à ceux du numé- 
rateur, chacun à chacun , ee qui donqera d'abord m relations 
pour déterminer les m premiers coefficient^ A| B,* . .G de la 
série ; et les coefficients des termes suivants du produit devront 
être nuls, fti donc on les é^ale à zéro ^ on a 

Ag + . . . + Gi + Ha=o, 
Bg + ...+ Kb+ Ia=o, 



• • 
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oubien " aS + . . .+ G--f-H =o, 

B^ + ...+ H — h I =o, 

Doù il résulte qu'à partir du coefficient H, qui est du rang 

m + I , UQ coefficient quelconque se formera des m précédents 

s b 
en les multipliant respectivement par -,...—• 

Lorsque le numérateur est d'un degré plus élevé que le 
dénominateur, ou de même degré , on peut décomposer l'ex* 
pression proposée en deux parties, l'une entière, et Tautre 
fractionnaire, mais ayant un numérateur d'un degré inoins 
élevé que le dénominateur, ce qui ramèue au cas précédent. 

On pourrait encore appliquer immédiatement la méthode à 
l'expression proposée; car les coefficients du développement 
seront toujours déterminés d'après la même loi, qui seulement 
se manifestera un peu plus tard. 

438. Dans les exemples qu'on vient de traiter, l'équation au 
moyen de laquelle on détermine un coefficient quelconque en 
fonction des précédents se nomme V équation caractéristique 
delà série; et l'ensemble des quantités, par lesquelles il faut 
respectivement multiplier les coefficients, se nomme Véchelle 
de relation. 

Ainai , dans le premier exemple, l'équation caractéristique de 

la série est Ba + Ai = o ou B + A - = o , et l'échelle de rela- 

tîon n'a que le seul terme - • 

a 

Dans le second exemple, l'équation caractéristique de la série 

est A£' + .. . + Gi + Ha = o, ou A^ + . . . + G- + H=o, 

a a 

b c 0^ 

et l'échelle de relation est l'ensemble des quantités -,-,...—, 

c'est-à-dire les m derniers coefficients du dénominateur dont 
chacun est divisé par le premier a. 
L'équatioq caractéristiipre A^-f-: . • • ^Gi+Ha=o tient lieu 
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de toutes les équations suivantes, et suffit pour déterminer 
successivement tous les coefficients H, I,. . . en fonctions des 
m coefficients précédents. 

Iiorsque l'équation caractéristique est du premier degré, 
chaque coefficient n'est susceptible que d'une seule valeur, et 
la série est dite récurrente. 

La fraction équivalente à la série, et qui a servi à l'obtenir, 
se nomme \a fraction génératrice. 

439. Il est facile de faire voir que toute série récurrente pro- 
vient du développement d'une fraction rationnelle. 
Car soit la série 

S=:A + B + C + D+E+ etc. , 
dont chaque terme ne dépend , par exemple , que des deux pré- 
cédents, de sorte qu'on a la relation 

A^-t-Bj -1-0=0. 
En considérant la série comme indéfinie, te nombre des 
relations 

A;' + % + ^=°» 
Bp-t-Cy-+-Dr=o, 
Qj + Dj+Er=o, 
etc. 
devient illimité i donc, si l'on fait leur somme , il vient 
/)(A-f-BH-C+etc.)+y(B+C-ï-D-|-etc.)-|-7<G-hD-f-E+eic.)=o 
ou /7S + î(S-A)-ï-r(S — A— B) = o, 

., . ,. .■ c Ag + (A-hB> 

dou Ion tire a.= — * ^ '—• 

p + g + r 

Cette expression est évidemment une fraction rationnelle. 

44o. Les séries récurrentes donnent lieu à trois questions 
principales, qu'on résout au moyen de ce qui précède. 

Problème I. Etant données une série récurrente et son équa- 
tion caractéristique , ou, ce qui revient au même, son écfutledc 
relation, trouver (a fraction génératrice? ^ 

Soit la série 

S = A-t-Rr-|-C«'-(-«te. 



1 
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censée ordonner par rapport à uoeindét^rminée ic % «t 

Pa + NA + M^=o 

son équation caractéristique. La fraction génémtriee aura pour 
^Dominateur a + bx+ eap^j et pour numérateur le produit de 
<}e dénominateur par la «érie donnée, c'est-à-dire, 

Aa + (Ba -f A6) f 4- (Ca+B6 4- Ac) x* -|- (Do -h C6 + Bc) ;c5 + etc. = o. 

Or, d'après la relation donnée , on a C« + Pi + Ac?= o , 
Da + Ci + Bc?=?;o, et ainsi de suite. Donc la fraction cher- 
chée est 

^ Aa + (Ba + kb)x 

5>= \ r^' 

a + bx '\- cx^ 

Il est clair que cette valeur de S est la somme des termes de 
la série 

Remarque, Si Ton voulait seulement avoir la somme S^ des n 
premiers termes , on ehereherait la somme S de tous les ternies 
de la série» et la somme S, des term## resl^nt^ aprè^ avoir sup- 
primé les n premiers, ce qui donnerait S'=S — S,. 

On pourrait égalep^i^t trouver 1^ aoipme de n termes con- 
sécutifs à partir d un terme queleoi)que. 
I 44 !• Problème IL Étant dqnn^ une ^érie^ reconnaître si elle 
est récurrente, et dans ce cas trouiferlajraction génératrice ? 

Voici la solution de Lagrange. 

Soit la série 

S t=: A + Bj? 4- Ca:* -t- Dor* 4- etc. 

Si elle est récurrente , elle doit provenir du développement 
d une fraction rationnelU (439)* 

i^ Voyons d'abord si aUe provient d'une fraction de la forme 
a' 



. Dans ce cas on aura 



a! 



S = 



a+ bx^ 



1. vw ^ i a + bx a b 

dou Ton tire 77=" -, — = -rH — 7^. 

o a Q a 

Donc si en divisant i par S on obtient un quoÂeilt iKHIiplet 
et de la forme a 7^» ^^^ 1% série £» esf i?éçurf>iente et a pour frac- 



/ / 
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tion génératrice 

c. • 

2*^ Lorsque la division de i par S ne s arrête pas au second 
terme , la série S p est pas récuirente, pu a pour génératrice 
une fraction plus compliquée. 

Soit dose 



S=^ 



a^bx +ca:* 



,r^ 1 a + bx + cx 

Dans ce cas on a - = 



S a' + b'x 



a 
— • 



. ) 



Le second membre est une exprçs^ion fractionnaire qui équi- 

vaut évidemment à un quotient de la forme «+ pa;+-7 — 77-. 

Donc si pour avoir la valeur du premier membre on divise .1 
par la série S, et qu'on arrête le quotient aux deux premiers 
termes a-|- pjc, la série S^x^ qu*on a pour reste, et qui d'ail- 
leurs est toujours divisible par «*, doit être telle qu'après 
avoir supprimé ce facteur, le quotient de S, par S soit égal 



a 



a 



d-^b'x 

Ainsi on a dans ce cas 

I i3 S, , S, a 

s=*-^P^ + r^' et s^=^q:^. 

La seconde égalité donne 

S a' + Vx f . û4 

5- = n — =aa -f»- p j:, 

D, a 

et par suite la première revient à 



S a + p ^ 



Donc quand la division de S par S, s'arrête au second terme, 
la série est récurrente et a pour fraction génératrice 



S = 



(OL^^) («'•4^^'«)Hr«^ 
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3° Lorsque la division de S par S, ne s'arrête pas au second 
terme, la série S nest pas récurrente, ou a pour génératrice 
une fraction plus compliquée que la précédente. 

Soit donc 

^,_ d + Vx + dx^ 
a + hx-^- cx^+da^ 

En raisonnant comme tout à Theure et poussant jusqu'aux 
deux premiers termes le quotient de i par S, on aura 

S S S a +bx+cx^ 

d*où Ton tire 

S û' 4- b'x+c'x^ , Q, a'x^ 

Pat* conséquent , si Ton arrête le quotient de S par S^ aux 
deux premiers termes a'+P'^, la série ^^ qu'on a pour reste 
doit être telle qu'après avoir supprimé le facteur x^ on ait 

S m 

a a 

s; — ii" + i"a;' 

De là on tire 

S, a" -4- A X rut • S, I 

= a + p 0?, et par suite ^ = -77- 



S,— ^. — --T^r-, ^*r— S, ~y^+P"x 

^ S S 

En substituant cette valeur dans ^=:«' + P';p +^ j;* , il 

vient 



et par conséquent on a 

s ~ ^ *^ ^ (a' 4- p'o:) (a" + p"a;) + x' 
Donc enfin la fraction génératrice est 

c_ (a'+p'j?)(tt" + r^)+J;' 

°~ (a+px) (a' + P':i:)(«"+p"a;) + [(a-|-a") + (p + p'»' ' 

Sans pousser jilus loin cet considérations, on voit, par ce qui 
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précède, que si la* série est récurrente, on doit toujours par- 
Tenir à deux séries S, et S,+, telles que la division de S^ par 
S,^.! donne un quotient complet de la forme a + fkr. De là il 
est facile de déduire une règle générale pour opérer dans tous 
les cas , et reconnaître si la série donnée est récurrente. 

44^* ^ troisième question que nous avons en vue est de 
trouifer le terme général iVune série récurrente. Mais comme la 
solution de cette question exige quon sache décomposer une 
fraction rationnelle fonction de x en fractions partielles, dont 
le dénominateur soit un facteur simple de la forme x — a ou 
(j;— -a)", et dont le numérateur soit indépendant de x ^ nous 
allons d*abord nous occuper de cette décomposition, qui a 
d ailleurs des applications dans les hautes mathématiques. 

Soit =^ une fraction rationnelle algébrique réduite à sa plus 

simple expression , et soit xz=ia une racine de Téquation y=Oy 
que nous supposerons d abord n avoir pas de racines égales. 
En divisant Y par x—raeX désignant par Q le quotient qui ne 
doit pas contenir le facteur x — a , on a 

V = (a? — a)Q. 

Or les polynômes U et Q n'étant pas divisibles par x — a, 
on peut toujours trouver une quantité A indépendante de^? et 

telle que Texpression -^ = P, P étant une fonction en- 
tière. En effet, si Ton fait a;rr:a, et qu'on désigne par u et par 
q les résultats de la substitution xz=za dans U et Q, on trouve 



u 



A = -. On aura donc U — AQ = P(a: — a), d*où Ton tire 

U_ AQ4-P(^— ^) _ A P 
V {x—a)Çl x—a'^(l 

p , . U 

En opérant sur -rr comme on Ta fait sur :=?, et en continuant 

toujours de même jusqu a ce qu*on ait épuisé tous les facteurs 
binômes de V, on aura 

U A B . H 



V x^-^a :r— J X'^h 
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les nutnërtiteoiis A, B. • «H étant indépendants de x et siitcep* 
tibles d'une seule valeur^ ptiisqpie chacun d'eux est donné par 
Une équation du premier degré. 

Supposons maintenant que réquation V=:o ah des tdcinetf 
égales y pftl*exéttiple, deux fois la racine ^=:a. Danâ cè cas on 
fie poUtYâ plus trouTef utie quantité A telle que V — AQ soit 
dtviftible par * -— tf ; car alors , AQ Tétant aussi , U devrait Têtre 
^reillemetit, ce qui est contre l'hypothèse, puisque lî et V ^ont 
p^mîërs entre eux. 

- Soit y en général, 

V=(ar— a)(df — i)...(x — A)(x — *)"(a? — i)'.., 
on aura d'abord 

V X — a X — b X — h Q ^ ^ ^ ^ ^ 

br^ si Ton met Q sous la forme 

Q=t=(*-*)»Q., 

les polynômes P et Q, n'étant pas divisibles par j; — >(•, on 
pourra trouver une quatitité R indépendante de ^, et telle que 
P — KQt soit divisible par x^^kk Soit P, le quotient ^ on aura 

P±=KQ.+P,(:t-*); 
et par suite 

P P K P 



-^ -*• > }'' '' _4.«. 



, Q (Jf— ^)"Q. (x— ^)" ^ Q.(x— it)»-' 

En opérant de même , on aura 

P,_ K. P. 

. Q^ . {le—ky-' ■** (X— it)"— Q, * 

Donc, en continuant ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé l'ex- 
posant M, OR aura 



Q — (jr— A/ ^ (x -A)"- • • • "^ ir:::^ ^ ^ ' 

— - - * r 

P 

et si Ton traite de liéme i'expreision -^ , eta, on aura enfin 
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U A B H . K . K. 

**! I • • • • "f* 



V X — a X — A**'* X — h {x — ky (jr-^^)*-» 

K„_i L Lx 

"T- 7 TTT + 



443. PROELaBME Ht. Trouper le terme général d^UHB série ré^ 
1 currenteP 

Soit la àërîe récurrente 

a + Pj? + yj?' . . . + Xr" + etc. 

I PoUr trouver son terme général ^ on commencera par ch^* 
I cher la fraction génératrice qu'on décomposera en fractions 

pariidles , comme il vient d*étre indiqué (44^)* »^t donc eette 

fraction 

U A B H K 

etc. 



V X — a X — b X — h {x — ky 

En réduisant toutes les fractions partielles du second mem- 
bre en séries, et faisant la somme de letirs termes généraux j 
on auta le terme général cherché. 

A 

Pour réduire en sérié la fraction , mettons-la sous 

X — a 

_A 

rt A I 

la forme . Posons— — =:R et H — = r: nous aurons 

X a Â ' 

1 

a 

—, dont le développement sera 

* ^^"^ roc 

=Iiri4-rjr4-rVi .*+/'"^ + ...). 

I — rx ^ ^ 

On traitera de même les âtittéà fractions partielles dont le 
déneBMnêtcur est uA ikcteut btnânie élevé à là première |>nii*^ 

sance. 

K 
Quant aÙK fractions partielles de la formiS -r* — — , on a 
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T . 

vient ^ ■ w . Maintenant la formule du binôme dans le cas 

(i — txY 

de lexpôsant négatif (4^7) donne 

Si l'on opère de même sur toutes les fractions partielles de 
cette seconde forme, et qu'on ajoute les termes généraux des 
développements fournis par toutes les fractions partielles de 
Tune et de l'autre forme, on aura pour le terme général cherché 

Remarque I. Si n était très-grand, on aurait beaucoup de 
produits à effectuer pour obtenir le terme général des déve- 
loppements fournis par les fraction$ de la seconde forme \ alors 
il est plus simple de ramener le coefEcient du terme général à 
ne contenir que p facteurs au lieu de /i. 

!• Soit d abord n=zp. on aura ^^ ^ — 5 — ^-y^ — -^ ^ f". 

^ i.a.3,..(^ — i) 

2^ Soit n <Pf en multipliant les deux termes par 

(/i + i) (/i+a)...(/>— i), 
on aura 

{n+i)...p(p+i)...{p + n — i) _ 
i.a. . .{p — ï) 

3^ Soit n>p^ le coefficient sera 

P{P+^)' • *K^+ 0* ■ •{p+n—i) {n+i)...(p+n — i) 

1.2. ..{p — i)p{p+i)...n i.a...(/> — i) 

Remarque II. Si le dénominateur Y contenait des facteurs 
imaginaires , le terme général des fractions partielles relatives 
à ces facteurs renfermerait aussi des quantités imaginaires. Mais 
lorsque les deux termes U et V n'ont que des coefficienjts réels , 
il est clair qu'en cherchant immédiatement le développement 
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de =r par la division , le terme général n'aurait que des coeffi- 
cients réels. D'où il résulte nécessairement que les quantités 
imaginaires introduites par certains facteurs dans les termes 
généraux partiels, doivent se détruire dans le terme général de 

la série égale à =r • 

Remarque III. Quand Téchelle de relation de la série donnée 

n'a que deux termes, comme P + àM. + iN, le dénominateur 

delà fraction génératrice est i -^-ax + bx*^ et cette fraction 

M N 

ne donne que deux fractions partielles , - — g. Chacune 

d'elles fournit une série dont 1 échelle de relation n'a qu'un 
terme, et qui par conséquent équivaut à une progression par 
quotient. La somme des deux termes généraux est le terme 
général cherché. 

§ 3. Application a la formule du binôme et aux expressions 

irrationnelles. 

444- On peut, à l'aide de la méthode des coefficients indé- 
terminés, démontrer la formule du binôme dans le cas de lex- 
posant fractionnaire ou négatif, ce qui conduit au développe- 
ment des expressions irrationnelles en série. 

i* Soit d'abord le binôme (x-ha)"*, m étant un nombre 
entier positif. En formant de proche en proche les premières 
puissances Ae x + a par voie de multiplication (169), il est fa- 
cile de voir que le développement sera de la forme 

(a +xY=ia'^+ma'^x + ka'^^x' + Ba'""'^ + etc. ; 

car il résulte des règles de la multiplication que les deux pre- 
miers twmes de (a H- xY sont nécessairement a'^+moT^'^x^ et 
que le reste du développement doit être de la forme indiquée 
ci-dessus, les coefficients A, B. . . étant indépendants de a et 
dex. 

a** Soit maintenante un nombre fractionnaire positif -, p 
M. ÀLGÈBEB. 3o 
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et q étant des entiers positifs. Dans ce cas on a 



(a + x)i = V^{a -f- x)P = V^aP +paP-^x -f- etc. 

Or, si pour extraire la racine indiquée^ on opère comme on 
la expliqué plus haut (189), on voit que les deux premiers 



^ t^r 



termes sont nécessairement a^ + pa^ x^ et que le reste du 
développement doit se trouver ordonné selon les puissances 
décroissantes de a. En outre , le polynônie étant homogène , la 
racipe doit l'être également (1901 a""), et, par conséquent, être 
aussi ordonnée suivant les puissances croissantes de x. Donc le 
développement sera encore de la forme 

comme dans le cas de l'exposant entier. 

3° Soit enfin m un nombre négatif quelconque , entier ou 
fractionnaire. D'après ce qui précède on a 

{a-^xp a" + ma'*''^x + etc. 
et la division donne immédiatement le quotient indéfini 
(a -f- x)"" =«-* — wa"*"' X + Aa"*^* a^ + etc. 

Donc> quel que soit l'exposant i7t^ on aiura toujours un dé* 
veloppement de la forme indiquée ci-dessus (i""), pu Toh eon<* 
naît déjà les deux premiers termes. 

Il s'agit ipaintenant de déterminer les coefficients A, B, etc. 

La question ^era évidemment résolue ^ si l'on détermine les 
coefficients H et K. de deux termes ooiisëoutifs d'up rang quel- 
conque dans le développement 

{a+xy=ef'+mar''x +Ha''"j?"-f-K«"-*-*Jc"+^4- etc. 

Or ces coefficients , étapt indépendants de a et d^ jp, reste* 
ront les mêmes, si l'on chaqge a; en 4? + tt, ou a en • -^ «. 
Il vient dans le pre^iier cas 

h H<i— "(or + J*)" + Ka'^-' (x + uy^'^ etc. , 
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et dans le second 

(a) (a + u + spy*:^ («•+-«)" + m (a + m)*^" . . . 
• . • + H(a + uy^^'af + K (a + «)"-*-"' ^rT*"' + etc. 

Les premiers membres des équations (i) et (2) étant égaux , 
les seconds doivent Tétre aussi, indépendamment de toute va- 
leur particulière de jr ou de m, et par conséquent si on les or-> 
donne par rapport à i< , ils devront être identiques. 

Pour obtenir les multiplicateurs des diverses puissances de 
u, on aura des binômes à développer j mais comme on connaît 
les deux premiers termes de chacun d'eux, on pourra toujours, 
dans les équations (i) et (a) , déterminer les multiplicateurs 
U et U' de la première puissance de u. En effet, on aura 

U =mc^^ . . . + VinaT^af^' + K (n + i)a*-*-* jc» + etc. , 
U'=ma"^\ . .+H(/w— n)a'»-^"-^^+K(/7i-/i-i)a"'-^'^"*"'+etc. 

Or, U et U' doivent être égaux, quel que soit x; donc les coeffi- 
cients des mêmes puissances de or, par exemple de af^ sont 
égaux. Ainsi 

K(/»+l) = H(/»~»), tfoB R=;: ?^^~^) , 

U suit de là qu^en général <m passe d'un coefficient quel- 
conque au suivant d'après la même loi déjà trouvée (171^ 4*") 
dans le cas de l'exposant entier positif, et que, par conséquent, 
on a toujours, quel qtie soit m, la formule établie (170) 

{ij {a + x)" = a" -^ ma^'^ * Of 4- v\ , » f a*-*a;*4-etc. , 
et par suite 

(4) (i +^)'"=i +/wa? + — ^ — ZlJx»-f.etc. 

C'est uniquement comme application de la méthode des coef- 
ficients indéterminés , que nous avons donné cette seconde dé- 
monstration de la formule du binàme, qui paraîtra peut«etre 
plus simple que la première (4^7)* Quant s^ux cas où la série 
se termine ou est convergente, nous renvoyons à ce qui a été 
dit plus haut {42S). 

3o. 
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44S. La formule (3), qui fournit évidemment le développe* 
ment en série de toute expression irrationnelle algébrique (au 

m 

moins de la forme l/"*^, peut s'appliquer avec avantage sous la 

forme (4) aux extractions de racines des quantités numériques. 

Supposons , par exemple, quon veuille calculer la racine n' 

d*un nombre &; on posera b:=zuzizvyU étant plus grand que v 

RI I 

et en outre une puissance n* exacte. Orl/Â=:^= (K±t;)"= 
II" ( !..-« ~ y ; et comme la formule (4) donne le développement 

de ( lit - I" en sene convergente , - étant < i , on pourra tou- 
jours obtenir, pour cette expression, une valeur aussi approchée 
qu on voudra, en prenant un nombre de termes convenable. 
Alors il faudra multiplier cette valeur approchée par la quantité 

rationnelle tt" . Quant aux limites de l'erreur que l'on commet 
en ne prenant qu'un nombre limité de termes, nous les avons 
données dans le n® 4^6^ où les séries U" et U''' sont les déve- 
loppements de (i + 0?)*" et de (i — a;y*. 

Pour faciliter les applications, on remplace m par - dans la 

formule (4), qui devient alors 

/ . \- . ï (^ — i) . (^^ — i)(2n — i) , 

(i+x)«=i + -a:— ^^ ^^af* + ^ ^-^—z ^-x^ 

^ ^ n 2./Ï* 2.0. rr 

S 4* -applications aux expressions exponentielles et togarith- 

miçues. 

446* Soit à développer a'. Posons 

a'= A + Rf + Cj7» + Dx^ + Eo:* + etc., 

A, B, G,« • . étant des coefficients indépendants de x. 

D abord , si l'on fait ^ = o , on trouve A= a"" = i . La série 
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deyient donc 

fl'= I 4-Ba: + (ir» +D:c^ + Ex*+ etc. 
Pour déterminer les autres coefficients , prenons la propriété 

A cet effet, si dans la série on change successivement x en 
M, et 07 en ^ + «9 il vient 

«"= I + Btt + Ctt» + Dtt' + Ea* -f- etc. 

et alors , d après la propriété indiquée , on doit avoir 

i+B(j7+a)+C(x+a)'+D(ar+i£)'+E(j7+«)*+ etc. = 
( I +Bflc+ CLc'+Dor'+Ear^+e tc.)( i +Bi«4-Ctt*+Di*'+Eii*+etc.). 

Or, si Ton effectue les opérations , et qu'on se borne^ dans 
chaque membre, aux termes contenant la première puissance 
de i£, on a deux polynômes en x, qui doivent être égaux, quel 
que soit x, et donnent l'égalité 

B+a(Lc + 3Da?'+ 4Er^+etc. =B+B'a7+BGr»+BDa:^+ etc., 
d'où 2C=:B% 3D = BC, 4E = BD, etc., 

et par conséquent 

B» B' B* 

C = -, D=— ^, E=— ^-2, etc. 

2 2.0 2.3.4 

Par ces substitutions, la série devient 

B^x* B'or' B^o?* 

a'=i +Ba:H 1 ^H — - + etc. 

2 2.3 2.3.4 

Le coefficient B, qui reste indéterminé, dépend de la base du 
système de logarithmes qu'on veut adopter. Gomme B entre 
dans chaque terme avec un exposant égal à celui de o: , si l'on 

fait J7 = -^ , il vient 

i III 

a'' = i + iH 1 qH 5-7 + etc. 

2 2.0 2.0.4 

Le second nombre étant la base e du système de Néper, on 
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I 
a donc a* = e , d'où a = e* , et B == /a , la lettre / désignant 
les logarithmes népërietis. 

On obtient ainsi la même série troutée plus haut (4^9 » i^) 

a'=zi+xla + ^ — L + 2^ L +etc., 

et par suite ^ en faisant a = e, d'où /fttsr i , on A 

e'zzzi+X'^ H 5 + etc. 

La formule r=fl's=î 4-«/«+-^ — ^--4- «le, donne le 

nombre y en fonction de son logarithme pris dans la base a. 

Pour avoir y en fonction de son logarithme log. j pris dans 

une base quelconque, on remarque que l'équation j'tzza' donne 

log. yr=:x\oç. «, d'où a:=i.-&^, et par cette substitution 

la formule devient 

/a , I / /a 



jr3=a*=i + 



^.log.7 + ^(^j— .log.rj +etc. 



log a ^^ *^ 2 Vïog 

447. Soit enfin à développer log. (i -f-a?) pris dans un sys- 
tème quelconque. On ne cherche pas à développer log. x\ 
car si Ion posait log. a: = A -f- ftr H- etc. , la valeur j? = o 
donnerait A = log. = — 00 (4^9 > ^% Posons donc 

log. (i 4-^) = Ba? + Or* + D^^ + E^+ etc. 

Pour déterminer les coefficients, nous prendrons la pro- 
priété 

log. (a . i) = log. a -f- log. b. 

A cet effet, si dftns Ift série on change d'abord x étï x-hu^ 
et comme (i + ^ + («) = (i + ;r) f 1+ — — J , si l'on change 

ensuite x en , il vient 

I +0? 

log. (i + j:-M*)=B(:c + w) + G(a?+M)*+ D(^4-tt)^4-etc., 
ogf ,+-^)=Bf--|-Vc(-^Y+ Df-^Y+etc. 
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Donc log(i+a:)(iH ) ou log(i+a:+tt) = 

log(, + ^)+B(^)-|-c(^)Vetc. 

Les muhiplicateurt des mémefl puiasaiiees de «^ dani ces 
deux expressiona de log. ( t + op 4* u) 9 devant être égaux j on a 

B + 2B21? 4- ^Dâ^ -^ 4Ea?^ + atQ. «== > , ■ - > 

d où (:>C+B)ar+(3D+aC>c*+(4E+3D>p'+ etc. ==a o , 
qtiel que soit x , et par conséquent on a les relations 

2C+B=:o, 3D + 2C=o, 4E + 3D=t=o, etc., 
qui donnent 

C=:— -B, Dza^B, E= — 7B, etc., 

et par suite 

^"^ — *" 3 — T"^^^^'/' 

Le coefficient B, qui reste indéterminé, dépend de la base 
qu'on veut adopter. 

Ce qu il y a de plus simple pour trouver sa valeur^ est de 
faire jrz=: i +x dans la dernière formule du numéro précé- 
dent, et d'y remplacer log. ^i -f-o:) par la valeur qu'on vient 
d'obtenir. On trouve alors 

la f d^ 9^ \ 

J7== .B ( X h ô- •— etc. ) 

loga \ a J 

-^-âli^; B*^a:-^ + y— ta; -f- etc., 

quel qUe soit x : donc i î= \ . B , d'où B = — P— • Mais l'é- 

^ ^ ' • log. a ' la 

quation «=5'" donne log. a:=^la log. ^, d'où log, «;=--^^ ^ 

et psir suite Bs=log. e. Le coefficient B est doi^c égal au 
module. 
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On a donc enfin 

\o%{\'\-x)z=\o^e(x h^ — -T- + elc. w 

Voyez les formules plus convergentes au n*" 43o. 

448* Lorsqu'on calcule, comme à l'ordinaire, le logarithme 
d'un nombre qui ne se trouve pas dans les tables , le résultat 
qu'on obtient se trouve affecté d'une petite erreur. Voici com- 
ment on peut calculer la limite de cette erreur. 

Soit a-^-x \^ nombre donné , a étant le nombre entier le 
plus voisin , et dont le logarithme est fourni par les tables. 
Représentons le module par M, la différence des tables par A, 
et l'erreur par e. 

On a log (a + x) = log j « ( ' H — ) 1 

= loga + M(^---+^-etc.), 
et , en faisant ^=: i , il vient 

log(a+i)=loga + M^i — ^ + ^ — etc.^. 
Or, log. (a + i)= log. a + A. 

Donc A =M( r + ô-T— "C^c-p 

\a aa 3a ^ / 



et 



A:r=M r + T^ — «te. V 

\a aa* 3a' J 



Dans l'usage des tables on emploie la formule 

log. (a •+• Ar)=log. a + Aa?, 
tandis que la vraie valeur est 

log(«+x)=log« + M(|-^. + £5-etc.). 

Ainsi l'erreur est égale à la différence des seconds membres, 
et en mettant à A:r sa valeur, on a 



terme 
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Mais .T étant plus petit que i , tandis que a est un nombre 
considérable, les termes de la valeur de s diminuent très-rapi- 
dement; et comme ils sont d ailleurs alternativement positifs et 
négatifs , Terreur e est nécessairement moindre que le premier 

On a donc e < ^ • 

2a* 

Or la plus grande valeur dont le numérateur soit suscep- 
tible a lieu lorsque a;= - . Par conséquent la limite de Terreur 
M 

'M 

Gomme — est à peu près égal à A , on peut aussi prendre 

^ pour la limite de Terreur. 
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